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1, ALGEBRĂ BOOLEANĂ 


1.1, Noţiunea de algebră booleană 


И. Latice 


In cadrul aritmeticii si algebrei sînt studiate diferite operații cu numere 
În logica matematică s-au introdus operaţii ca: disjuncţia, conjunc(ia sau 
negația ргорог Шог. In cazul mulţimii părților unei mulţimi s-au întîlnit 
operaţiile de reuniune, intersecție şi complementară. Operaţiile amintite se 
deosebesc mult între ele, în primul rînd pentru că se efectuează asupra unor 
elemente apar(inind unor mulțimi diferite. 

Este cunoscut că operaţiile pot avea sau nu anumite proprietăţi. Operații 
diferite, care se efectuează asupra unor elemente distincte, pot avea aceleaşi 
proprietăți. De exemplu, adunarea, înmulțirea, reuniunea, intersecția, con- 
juncţia si disjuncția sînt operații comutative și asociative, 

Asemănarea unor operaţii din punctul de vedere al proprietăților pe care 
le posedă a dus la ideea de a nu se ţine seama de semnificaţia concretă a acestor 
operaţii sau a elementelor mulţimii ре care sînt definite, ci de a se'lua în con- 
siderare numai proprietăţile lor comune. Trecerea de la operaţii determinate 
la operaţii nedeterminate este asemănătoare cu trecerea de la aritmetică la 
algebră, adică de la efectuarea unor operaţii cu numere cunoscute, la operații 
cu numere necunoscute. 

Dacă pe o mulţime sînt definite una sau mai multe operaţii, care au anumite 
proprietăți, vom spune că mulțimea a fost dotată cu o structură algebrică. 
Mulțimea însăși, împreună cu operaţiile definite, se numeşte uneori algebră. 
Desigur, denumirea sugerează unele asemănări cu algebra obişnuită, dar trebuie 
subliniate cele două sensuri ale cuvîntului algebră si anume ramură a matema- 
ticii, respectiv mulțime dotată cu o anumită structură. 

Algebra booleană este un caz particular de algebră, operaţiile definite tre- 
buind să satisfacă anumite relaţii bine determinate. Pentru a ajunge la defi- 
niția structurii de algebră booleanà se va prezenta mai întîi o structură mai 
simplă, denumită latice. 

Definiţie. Se numeşte latice o mulțime nevidă М înzestrată cu două operații bi- 
nare, notate [1 şi | y, astfel încit pentru oricare elemente a, b, се М să fie valabile 
următoarele proprietăți : i 


1 anb=bma Г. ay b =b ua (comutativitate) 

2. ап Пс=ап (по) 2. aub ис=аг (buio) 
(asociativitate) 

3. aN(aub)=a 3. au (an b) = a (absorbție) 


O latice se notează < M, П, Ц >. Dacă nu există posibilitatea unei confuzii, 
notația poate fi simplificată, гепип па la specificarea celor două operaţii. 
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Exemple 

1. Mulțimea părților unei mulțimi М notată (M), înzestrată cu operaţiile de intersecţie si 
reuniune formează о latice. Proprietăţile 1, 2 și З pentru intersecție, respectiv Г’, 275 3: 
pentru reuniune sînt cunoscute din teoria mulțimilor. Această latice poate fi notată < (М), 
N U >. е : 

Să considerăm mulţimea divizorilor pozitivi ai unui număr natural Æ. Această mulțime poate 
fi înzestrată cu două operaţii binare, care corespund calculului celui mai mare divizor comun 
şi calculului celui mai mic multiplu comun. Astfel a (1 5 = ecmmde (а, b), iara u b = cmmmc 
(a, b). Proprietăţile 1, 2, Я 2' sînt cunoscute, rezultind direct din definițiile cmmdc si 
cmmme, Proprietatea 3 se poate demonstra astfel: deoarece a Lj b este cmmme al nume- 
relor a şi b, rezultă că a pu b este un multiplu al numărului а ; în acest caz a M (a u b) adică 
cmmdc al numerelor a şi 411 b, nu poate îi decît а. Analog se demonstrează si proprieta- 
tea 37. Această mulţime formează o latice, care poate fi notată < V, cmmdc, emmmc >, 
unde V == [x [ x este un divizor pozitiv al lui А}. j 


2 


Observaţie. Analizind cele şase proprietăți din definiția dată unei latice se remarcă unele simila- 
ritáti. Astfel, înlocuind în oricare dintre proprietăţi o operaţie prin cealaltă (și reciproc) se 
obține tot o proprietate din definiție. Așadar, se poate епища principiul dualității pentru latice, 
care are formularea : 
Dacă într-o propoziție adevăratii din teoria laticelor se înlocuiește o operaţie prin cealaltă (si 
reciproc) se obține de asemenea o propoziție adevărată. - Р 
Această а doua propoziţie este numită propoziția duală corespunzătoare primei propoziţii: 
Principiul dualității permite să se evite demonstrarea unei propoziţii atunci cînd propoziția 
sa duală este demonstrată. 
Propozitie. În orice latice L, pentru orice element a = L sînt adevărate relaţiile 
аца=аяаПа=а. 
Demonstraţie. Din proprietatea 3 rezultă а = а M (aj b), astfel cá 


аа = аі (аг (a Lj 5)). 


Notînd a L b cu с, deoarece c = L rezultă conform proprietății 3 a Lu (a NM с) = 
ша câ au a= d. 

Analog aN a = at lau (41215) = ar) (av) d) = a, unde s-a notat а M b 
cu d. 


Observaţii 
1. În orice latice se poate introduce o relaţie de ordine, notată С, astfel : aL boaLlib=b: 
Se verifică uşor că sînt adevărate cele trei proprietăţi ale unei relaţii de ordine și anume: 


1) reflexivitate : aL a, deoarece а | |а = а; 

2) tranzitivitate : ас ГЖ! ДЕ с=>а с, deoarece din a u в = ВЯ b u c == c rezultă 
а = а (6 116) = (ам 5) 1-5 Выс=е; 

3) antisimetrie : aL b #0 Сс а= а= Б, deoarece din a u b = b ṣi ба = a rezultă 
a=bua=aLjb=b. 


2. Se poate arăta că relaţia de ordine poate fi definită și prin: 


at be аг б = а. 


Într-adevăr, dacă a u b = b, atunci 
аір = ап (2118) a şi, similar, 
Часа a M b = a, alunci 
аш б = (ап Б) 6 = 60 (2 Па) = 2. 
În cazul celor două exemple de latice, relaţia de ordine corespunde refaliei de incluziune 


a două mulțimi şi respectiv relaţiei de divizibilitate a două numere. 


Definiţie. Simbolul p se numeste prim element în laticea L dacă pentru orice 
x e L este adevărată relația р x. Analog, и se numește ultim element în lati- 


cea L dacă pentru orice x e L este adevărată relația xE u. 


Propozitie. În orice latice finită există un prim element p si un ultim element и 
în raport cu relația de ordine С. 


Demonstraţie. Fie L ={а ав, ..., а}. Să arătăm că 


pa Па, П... Па, (parantezele au fost omise datorită asociativităţii). 
Fie x e L un element oarecare al laticei L. Presupunind că acest element se 
află în poziția i, putem considera x = aj. 
Astfel 


p pia а а т а Г aee Dc), Га 


= а: M e 1... Па, = р, 
adică рЕ x. 


Similar, piat 11 051... Ш @», deoarece 
441 X= (all aa 1 l ea vo T 


— арбазы ss а„ = и, 
adică x Г u. 


Definiție. Dacă într-o latice L, pentru oricare elemente a, b, c = L sint satisfăcute 
relațiile 
au (b T16) = (2110) п (ашо), 


ап (в що) = (агр) ц (апе), | 
laticea se numește latice distributivă. 


Exemple 


1. Laticea < ?(M), (^, U > este distributivă deoarece operațiile de reuniune şi intersecţie 
din teoria mulțimilor sînt distributive una faţă de cealaltă. 


2. Laticea < (x[ x este divizor pozitiv al lui 4}, cmmdc, emmme > este distributivă deoarece 
pentru oricare trei numere а, b, c e N sînt adevărate relaţiile 
emmmc (a, cmmde (5, с)) = emmde (emmmc (а, b), спите (a, с)) si 
cmmdc (a, cmmme (b, с)) = emmmce (emmde (а, b), cmmde (а, c)). 


3. Fie mulțimea poligoanelor convexe din plan pentru care definim operaţiile M si [| astfel: 
а) P,T1 P,— Р, N Pa adică intersecţia din teoria mulțimilor aplicată celor două mulțimi 
de puncte ale suprafeţelor poligonale Р, şi Р,. 


b) P, LJ Р, este cel mai mic poligon convex 
care conţine pe P: U Pa 

Aceste operații verifică relațiile din definiţia 
unei latice (vezi ex. 6). Să arătăm că această 
latice nu este distributivă. 

Fie Р--ДАВС, Р, = ДА‹,В,С, я Р,-- 
= ДА,В.С: (vezi Ив, 1.1). 


Pui Po А,В,С,С,В.А з, 
РЕП (Р, [E] P) =Å ECCE», 
паю PN P,— ACID, 


P m Р, = АС,Ю,Е,, 
(PN Р) с (РП P) = Р,Е,С,С,Е.р,. 
Se observă că AE,C,C,E, x Р,Е,С.С,Е,р,. 
Observaţii 


1. Cele două relaţii din definiţia unei latice distributive sînt duale una în raport cu cealaltă, 
astfel că principiul dualității este valabil si în laticele distributive. 


2. Se poate arăta că într-o latice cele două condiţii de distributivitate sînt echivalente (vezi 
exerciţiul 7). 


1.1.2. Latice distributive si complementaie 


Definiție. O latice distributivă < L, M, Lu > se numeşte complementată dacă 
sînt îndeplinite următoarele condiţii : 


1, există un element neutru и pentru operația [1 (denumit element universal), 
care satisface relația 


ати = а pentru orice a = L; 


2. există un element neutru n peniru operația || (denumit element nul), care 
satisface relația 


alun = a pentru orice а = L; 


3. pentru orice element а © L există un element complementar à = L, care satis- 
face relaţiile 
апа = п зі 
аё = и. 
Ехетріе 
1. Laticea < (М), (^, U > este о latice distributivă complementată, deoarece mulţimea М 
este element neutru pentru intersecţie, mulţimea vidă Ø este element neutru pentru reuniune, 


iar pentru orice mulțime А = M, mulţimea 6 „А = М — A este o mulţime complementară 
a multimii A. 


2. Dacă numărul ё este compus doar din factori primi la puterea 1, atunci laticea < {х | x este 
divizor pozitiv al Іші А}, cmmdc, стїпипс > este distributivă şi complementată. 


Numărul & este element neutru pentru prima operaţie, deoarece cmmdc (x, А) == x pentru 
orice x divizor pozitiv al lui А, iar numărul 1 este element neutru pentru a doua operaţie 
deoarece cmmme (x, 1) = x pentru orice x. 


m vM NM А A k A 
Dacă pentru un element x considerăm numărul =, atunci cmmdc Xx,— | = | şicmmme 
х a 


(+=) == Ё, deoarece aceste numere nu au divizori comuni. Rezultă, deci, că nimani este 
2 x 
complementar numărului x. 
Dacă numărul k are factori primi la puteri mai mari decît 1, atunci laticea divizorilor nu este 
complementatá. Considerind & = 60 = 22-3-5, nu se poate găsi pentru numărul 10 un nu- 
măr care să satisfacă condiţiile de complementaritate. Prima condiţie este satisfăcută de 
numerele 1 si З care nu satisfac însă si cea de-a doua condiţie (emmme (10, 1)— 10260 si 
стпипе (10, 3) = 30 = 60). 


Propozitie. Într-o latice distribulivá şi complementată fiecare element are un singur 
element. complementar. 


Demonstrație. Tie o latice distributivă si complementatà L si să presupunem, 
prin reducere la absurd, că există a e L, care are două elemente complemen- 
tare, ă și а", distincte (4554) 
а= än (n este element neutru pentru 11) 
= ău(armă'”) (& este complement al lui a) 
= (814 am (ap; а’) (distributivitatea operaţiei ү, față de г) 
ип (â Lu à) (4 este complement al lui а) 
= 4110 (и este element neutru pentru mM). 
Analog, 
й = d n = ë (ага = (ë ua) (à 14) = 
= и MN (ë ү уа=а@ a. 


| 


i 


ă (comutativitatea operaţiei | ]) 


in contradicție cu ipoleza х d. 
Definiție. O latice distributivă şi complementată se numeşte algebră booleană. 
O algebră booleană se va nota < А, П, U, ^, 4, A >. 


Observaţii 


1. Putem considera, în virtutea teoremei precedente, că într-o algebră booleaná se poate defini 
o operaţie unară, care constă din luarea complementului unui element, astfel că într-o al- 
gebră booleani sc poate spune că există trei operaţii m, | şi ~. Într-o algebră booleaná cele 
trei operaţii sînt notate, de obicei, „-“, „+“ si 75, iar cele două elemente neutre sînt notate, 
respectiv, prin 1 şi 0. 

2. Condiţiile din definiţia algebrei booleene nu sint independente. S-a arătat, de exemplu, că 
pentru o latice distributivă este suficientă numai una dintre cele două condiţii din definiţie. 


Se poate arăta că pentru a defini o algebră booleană este suficient ca pentru oricare ele- 
mente a, b, с să fie adevărate relaţiile 


ab = ба, a+b=b +a; 

UND шай а t бо = (а + Ва +e); 
al=a а+0= 2; 

ад = 0, arasi 


Celelalte relaţii, adică 
(абс = a(bc), (a -+ b) - c a + (b -F e) 
ala + 5) = а, а+ aba 


putînd fi deduse din primele. 

3. Elementul nul este prim element, iar elementul universal este ultim element (vezi exerci- 
Нш 8). 

4. S-a arătat, de către Stone, că orice algebră booleaná finită < A, +, +, 3 1, 0 > poate Й pusă 
în corespondenţă bijectivă cu mulțimea părților unei mulțimi finite M, care este de ase- 
menca, о algebră booleaná < (М), N, U, бу, М, Ø >. În acest fel rezultă că numărul 
de elemente dintr-o algebră booleană finită A este 2", unde n reprezintă numărul de elemente 
ale mulţimii finite M asociate algebrei booleene A. 


În continuare, se vor prezenta două exemple de algebre booleene utilizate 


în tehnica de calcul. 
Algebra Bs. 
Algebra В, este algebra booleană formată din două elemente. Aceste elemente 


vor fi chiar elementele neutre ale celor două operaţii : 0 51 1. Putem considera 
că această algebră este cea mai simplă algebră booleană. Cele trei operaţii ale 
ei se definesc astfel : 


04-0 — 0, 0-0 — 0, 0 == 1, 
BT 0-1 — 0, 1-0. 
1+0=1, 1-0 = 0, 
1+1=1, 1.1 =1, 


Pentru а arăta că relaţiile din definiția algebrei booleene sînt satisfăcute, se 
verifică egalitátile înlocuind elementele a, b, c cu 0, si 1, în toate combinaţiile 
posibile. De exemplu, absorbția poate fi verificată ca în tabelul 1.1. 


a | b a+b | a(a + b) | ab | a+ ab 
(1) (2) (3) (4) © | ® 
0 0 0 0 0 0 
0 1 Ї 0 0 0 
1 0 1 1 0 1 
1 1 1 1 1 1 


Tabelul 1.1 


Identitatea coloanelor (1), (4) și (6) demonstrează valabilitatea relaţiilor a = 
= a(a+ b) = a 4- ab. : : 

Se observă că operaţia - coincide cu înmulțirea aritmetică, însă operaţia -+ 
este diferită de adunarea aritmetică, deoarece 1 + 1 = 1. Găsim, de exemplu, 
a+ b = max (а, b), pentru orice а, be Ba. 

Această algebră a avut o deosebită importanţă în evoluția calculatoarelor. O 
însemnată contribuţie teoretică și practică în domeniul algebrelor booleene și 
al aplicaţiilor lor a adus matematicianul român Grigore C. Moisil 
(1906—1973). 
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Fig. L3 


Elementele algebrei B, pot fi interpretate ca reprezentind cei doi dipoli (reţea 
cu două borne) din figura 1.2. 

Operatiile - si — sînt interpretate ca legarea dipolilor în serie, și respectiv, în 
paralel. Doi dipoli sint considerați echivalenți dacă amîndoi, fie permit trecerea 
curentului electric, fie nu o permit. 

Se poate observa, în figura 1.3, că această interpretare este în concordanță 
cu definiția celor două operații. 

Operația de complementare se interpretează analog și corespunde la schimbarea 
stării dipolului. Astfel, dacă dipolul permite trecerea curentului, dipolul com- 
plementar nu o va permite (si invers). 


Algebra ргорог Шог 

În cadrul mulţimii ргорохі Шог se pot defini operaţiile de disjuncţie, conjunctie 
si negalie. Dacă se consideră egale propoziţiile echivalente, atunci relațiile 
de comutativitate, asociativitate și distributivitate corespunzătoare acestor 
operaţii sînt satisfăcute. Elementul universal este format de clasa tautologiilor 
(propoziţii întotdeauna adevărate), iar elementul nul este reprezentat de clasa 
contradicţiilor (propoziţii întotdeauna false). Se verificá ușor că aceste ele- 
mente neutre satisfac relaţiile din definiţia unei algebre booleene. Deci, mulțimea 
claselor de echivalență a propoziţiilor formează o algebră booleană, fiecare 
clasă conținînd propoziții echivalente logic. 


1.1.3. Exercitii 


1, Să se arate că relaţia 
x (игта) = (#119) 2 


este verificată în orice latice dacă : 


а) х= 2, 
р) х= р, 
с) 2= и. 


1 


2. O latice pentru care este verificată relația 
хы УП 2) == (ez 


dacă XL z, se numeşte latice modulará; 
Să se arate cá orice latice distributivă este modularä. 


3. Fie А = (ац, a, ..., а„}, o mulțime de numere reale pe care se definesc operaţiile | şi Г 
astfel : 
aL, b = тах(а, b) Я a 15 = min(a, b). 
a) Să se arate cà A este o latice distributivà. 
b) În ce condiții A este o algebră booleaná 2 


4. Fie M mulţimea divizorilor lui 30. 
a) Să se arate cá laticea < M, cmmdc, cmmme > este o algebră booleană. 
b) СНе elemente are mulţimea М? 
с) Care este complementul lui б? 


5, Să se arate că în orice algebră booleană sînt adevărate următoarele relaţii : 
а) aa=a, 


b а, (principiul dublei nega[ii) 
с} a0 — 0, 


g) a F b= ab, (formulele lui De Morgan). 
|+ 


6. Să se arate că mulțimea poligoanelor convexe din plan pentru care se definesc operaţiile m 
și u astiel: 
р, ПР, = P, A Р, (intersecţia celor două poligoane), 
Piu Р, = cel mai mic poligon convex care contine ре P, U P, 
este o latice. Care sînt primul şi ultimul element а] acestei latice ? 


7. Să se arate că într-o latice L cele două condiţii de distributivitate sînt echivalente. 


8. Să se arate că într-o algebră booleană elementul nul n este prim element, iar elementul uni- 
versal u este ultim element. 

9. Să sc efectueze următoarele calcule în algebra B,: 
а) (1:0--1:1)41-4-0:1), 
b) (1-0 + 1) 4-0), 


с) (0 +T +0 - 0). 


1.2, Funcţii booleene 


1.2.1. Expresii booleene 


Din aritmetică si algebră se stie că o expresie este un ansamblu de elemente 
(numere, litere) legate între ele prin simboluri care reprezintă operaţii mate- 
matice. Pentru a indica ordinea în care se efectuează operaţiile, expresiile pot 
conţine și paranteze. 
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În mod asemănător, se pot construi expresii cu elemente dintr-o algebră 
booleană, utilizînd simbolurile celor trei operaţii ·, + si ^ 


Definiţie. Se numeşte expresie booleană orice expresie rezultată prin aplicarea 
de un număr finit de ori a operațiilor --, +, ~ unor elemente determinate sau nede- 
terminate ale unei algebre booleene. 


Exemple 


1, (a'b) + (c'l) este o expresie booleană care indică efectuarea operaţiei „* între elementele a 
8i b, a operaţiei „-“ între elementele с si 1, a operatici de complementare a rezultatului ultimei 
operaţii si a operației „+“ între primul rezultat si ultimul. 


2. Nu orice ingiruire de simboluri poate reprezenta o expresie, Astfel, --a:--5, nu esteo expresie 
booleană, deoarece nu respectă definiţia. Simbolurile operaţiilor care apar în acest șir nu 
leagă elementele în mod corect (există doi operatori consecutivi). 


Ordinea în care trebuie efectuate operaţiile dintr-o expresie este determi- 
nată de parantezele care apar în cadrul expresiei. Scrierea unei expresii poate 
fi simplificată prin omiterea unor paranteze dacă se introduc reguli de prio- 
ritate a operaţiilor. De obicei, operația de complementare are prioritatea cea 
mai mare, fiind urmată de operaţia „-“, cea mai puţin prioritară fiind ope- 
ralia „+“. La fel ca in algebra clasică, în expresiile booleene se poate omite 
simbolul operaţiei „+“. 

Astfel, expresia (a-b) + (с-1) se poate scrie ab + cl. 

Definiţie. Fie o expresie booleană cu variabilele хү, x4, ..., Xa. Se numește valoare 
a expresiei booleene, pentru șirul de valori v,, v», ..., о,, valoarea obținută prin 
înlocuirea in expresie a variabilelor xy, Xa, ..., x, cu valorile corespunzătoare 
Ui, Up, ..., Us Şi efectuarea operațiilor indicate de simbolurile din expresie. 


Exemplu. Valoarea expresiei Xixa -+ Х›Хз дах, pentru şirul de valori 0, 1, 0 se obţine astfel 
0:0.4-1:0-4-0:1-40-4-0--1:15-0-1-4-15-1, 


Definiție. Două expresii booleene cu aceleaşi variabile se numesc egale (sau echi- 
valente) dacă pentru aceleași şiruri de valori ale variabilelor iau valori egale. 

Dacă numărul de elemente din algebra booleană este mic, se poate demon- 
stra egalitatea a două expresii booleene prin verificarea egalităţii valorilor lor 
pentru toate sirurile de valori ale variabilelor. 


Exemplu. În algebra booleană B, expresia E(x, y) == ху + y este egală eu expresia Е.(х, у = 
= х + y, deoarece: 


8,0, 0) = 00 + 0= 0:1 +0= 0 +0= 5,0, 0); 


Бү(, 1)-401--1-40:0-1-40-1-Е,0, 1); 
ВЕ\(1, 0) = 10 -0— 141 02 1 £0— EK, 0); 
ЕК DI AI 10 120-41 0 4 L8 Ek, 1). 


Egalitatea a două expresii booieene poate fi demonstrată si prin calcul boolean 
folosind proprietăţile celor trei operaţii booleene. 
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Astfel, pentru expresiile E, și Е» considerate anterior se poate demonstra ega- 
litatea și prin: 
Ех, ) = + y= 


= (x + -и = (comutativitate, distributivitate) 
= (x+ и! = (principiul terțului exclus) 

= х |у = (1 este element neutru pentru „:*) 
= Elx, y) 


Ca reguli de calcul boolean pot fi folosite atît relațiile din definiția algebrei 
booleene cît si alte relații stabilite pe baza acestora. 


Exemple de calcul în algebra booleană. 


1, xyz 
= += asociativitatea adunării 
= (= и) formula lui De Morgan 
= (xy) formula lui De Morgan 
= ХУВ. asociativitatea înmulțirii. 


2. abc 4 abc + abc == ac(b + b) + ab:0 = ac: + 0== ас. 


12.2. Funcţii booleene 


În general, o funcție este definită ca o lege care asociază fiecărui element 
al unei mulţimi (numită domeniu de definiţie) un singur element dintr-o altă 
mulţime (numită domeniu de valori). În concordanță cu mulțimile care alcă- 
tuiese domeniul de definiţie și domeniul de valori, funcțiile pot fi, de exemplu, 
funcţii întregi de variabilă întreagă, funcții rationale de variabilă întreagă, 
funcţii reale de variabilă reală. In cele ce urmează, se vor considera funcții 
la care atît domeniul de definiţie cît şi domeniul de valori sînt algebre booleene. 
Deoarece în practică algebra booleaná cea mai răspîndită este algebra Bs, 
funcțiile booleene care vor fi studiate vor fi definite astfel: 

Definiţie. Se numește functie booleaná (sau funcție binară) de л variabile, 0 


funcție definită pe produsul cartezian By X By X ... X В, си valori în mulfi- 
Уд 
mea В» de n ori 


Deoarece domeniul de definiţie este un produs cartezian, un element al dome- 
niului de definiţie este un sistem ordonat alcătuit din n elemente din algebra В», 
adică din n elemente 0 sau 1. Pentru îiecare combinaţie de n elemente 0 sau 1, 
funcţia îi asociază un element din algebra В, (adică 0 sau 1), numit valoarea 
funcției booleene pentru sistemul de n elemente considerat. O variabilă care 
ia valori în algebra B, se numește varia- 
bilă booleană. Putem astfel considera că 
funcţiile booleene sînt funcții de una sau 
mai multe variabile booleene. 


Exemplu. Putem defini o funcţie f: BX В, >В, 
astfel : 


НО, 0)== 0, F(0, 1) = 0, КІ, 0)== 0, К, 0) = 1 


deoarece B, B= {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1}. 
Această funcţie poate fi reprezentată prin diagrama 
Fig. I4 din figura 1.4. 
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1.2.3. Reprezentarea funcţiilor booleene 


. Cea mai simplă formă de reprezentare а unei funcții booleene este tabelul 
său de valori. Domeniul de definiție al unei funcții booleene, Вз, are 2" ele- 
mente astfel că tabelul va conţine cele 2” valori corespunzătoare ale funcţiei. 
Exemple 


1. Tabelul de valori pentru funcţia din figura 1.4 este 


a | 00 01 10 1 


Eb 0 О ак 
Tabelul 1.2 
O altă formă a aceluiași tabel 21 următoarea : 
vaag у 


х: 


Tabelul 1.3 
2. Pentru funcția din figura 1.5 tabelul de valori poate fi: 


а | QUO 001 010 011 100 101 110 НІ 


g | | 0 0 0 1 0 1 1 
Tabelul 1.4 
sau 
Xa 00 01 10 п 
Хү 
0 h 010720 
1 тоу T] 1 


Tabelul 1.5 


8, Tabelul de valori poate fi alcătuit prin utilizarea unui cod ciclic pentru șirul de valori ale 
variabilelor : 


— xw | 0001 HM 10 
fe “| rtm iuh 
Tabelul 1.6 


Deoarece atît domeniul de definiţie al unei funcţii booleene, cît și domeniul 
de valori sînt mulțimi finite, există un număr finit de funcţii booleene cu un 
domeniu de definiție si un domeniu de valori date. Astfel, mulţimea funcţiilor 
definite pe B% cu valori în B, contine 2% funcții. Aceste funcţii pot îi nume- 
rotate, asociind la fiecare funcţie un număr între 0 si 22* — 1. O funcție cores- 
punde unui sir de 2" valori 0 sau 1; aceste valori formează un număr binar 
си 2” cifre. Acest număr va fi denumit indexul funcției respective. 

În tabelul 1.7 sînt date toate funcțiile de o variabilă în număr de 22 = 4, 
Cele patru funcții pot fi interpretate astfel : 

fa este funcția constantă 0, 

fı este funcția identică, 

f; este funcția complement, 

f; este funcția constantă 1. 


Tabelul 1.7 


Їл tabelul 1.8 sînt prezentate toate funcţiile de două variabile. Asupra celor 16 funcţii de 
două variabile se pot face mai multe observaţii. Astfel, funcţiile f, Я fis sînt funcțiile constante 0 
şi respectiv I. Funcțiile f; si /, sînt funcţiile identice cu x, sí respectiv x», iar fas și Бо sînt func- 
[iile identice cu complementul variabilei x, si respectiv х». Funcțiile /, si р; nu depind de nici 
o variabilă, iar funcțiile fs, Fs, fio si fas nu depind decit de una din variabile. Celelalte funcții 
depind de ambele variabile. 


Хал | (00 081 0-1 
fo ü 00° Oo 
л à ata UA 3, 
E оо 150 
fa n x T" 
{л байх 0 0 
in ТИЙН eed 
fs 1 ч! 
5 12213 
js I. 01.04-0 
л та! БЖ” | 
fu Dp "т e, 
ha 5 17927: 1 
Um ОА 0 
ha LIE X0. I 
fu lal S0 
ai pn X "8 
Tabelul 1.8 


O altă formă de reprezentare a funcțiilor booleene utilizează expresiile 
booleene. О expresie booleaná formată cu variabilele x,, х,, ... x, gene- 
rează o funcție booleaná de n variabile booleene, care asociază fiecărui sistem 
de n elemente 0 sau 1 valoarea expresiei booleene pentru acest sistem de valori. 
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Br a 
| 
| 
| 


Se poate arăta că pentru orice BpxB>xB 
funcție booleană există o expresie boo- 2 
leană care о generează. 


Exemple 
1. Funcţia f: В: — B, din figura I.4 poate fi 
generată de expresia x,x,. Aceasta se poate 
scrie : 
FG, х.) = хул. 


2. Funcţia g; B} — B, din figura 1.5 poate fi 
generată de expresia х1хз + Хх». Deci 


Fig, 15 


В(Хү, Ху, Ху) = XXa -F Х.Х. 


Să considerăm expresia (Х,-Х/(Х,--Х.) Această expresie generează o funcție al „cărei 
tabel de valori este: 


Х\%әХз T. Хи: MET. Хү? čs (х 1 8) (Х| 18) 
000 1 1 1 1 1 
001 1 1 0 0 
010 0 0 1 1 0 
011 0 0 0 1 0 
100 1 Ї 1 1 Ї 
101 1 1 0 0 0 
110 0 Ї 1 1 1 
111 0 1 0 1 1 


Tabelul 1.9 


Se observă că această funcţie coincide cu funcţia generată de expresia xix, + Хак, Rezultă 
deci, că aceeaşi funcţie poate fi generată de mai multe expresii booleene. 

Cele 16 funcţii de două variabile, prezentate în tabelul 1.8, pot îi generate de următoarele 
expresii: Ь==0; fa XxX; fac ах; з=; }„= xix f= Ха: Ї = ХаХ, + ХХ»: 
һ= Xy c Хэ: fs = xx: h= х.х, alc XXa; fia = Js; ћ = Ж Ха р, = жур == Xy + Ха 
Һ = Fi + ль; Һ 1. 

Funcţiile fa, fs, А, Һа, А» Я fan poartă denumirea de funcţii booleene degenerate de două va- 
riabile, deoarece valoarea lor nu depinde de ambele variabile. Celelalte funcţii poartă de- 
numiri variate, care sînt provenite din teoria mulțimilor sau din calculul propoziţional. 


Astfel, se întîlnesc următoarele denumiri : 


ja — intersecție, conjunefie, și, produs; 

fa fa — intersecţie indirectă; 

fe — sumă disjunctivă, sau exclusiv, diferență simetrică ; 
h — sumă logică, reuniune, disjunctie, sau inclusiv ; 
ЇЕ — funcţia nici, funcţia lui Peirce; 

fs — echivalență ; 

ha Аз — implicatie; 

m — excluziune, funcția lui Sheffer. 


Studierea funcţiilor booleene de două variabile are o importanţă deosebită, deoarece se 
demonstrează că funcţiile booleene de trei sau mai multe variabile pot fi descompuse în funcții 
booleene de două variabile. De exemplu, funcţia g(xi, Хь, Хз) = ХХ, + xx, poate fi des- 


compusă astfel 
BC, Ха, X) = АҺ, Хх), Р(х, хз). 


Aşadar, orice funcţie booleană poate îi reprezentată cu ajutorul funcţiilor booleene de două 
variabile. 

Dacă se tine scama de faptul că orice expresie booleană este formată utilizînd cele trei operaţii 
(: + şi —) şi că aceste operaţii corespund funcţiilor fa, f; si ра, rezultă că sînt suficiente 
aceste trei funcții booleene de două variabile pentru a reprezenta orice funcţie booleană. 
În aceste condiţii, funcţia g scrisă mai înainte poate fi descompusă astfel : 


EXT у Ыб, хә), Һа, 0), (ж, 0)). 

Utilizînd formulele lui De Morgan se poate serie că: 

Вх» x) = рф, 0), Л (х, 0), 0) și 

HG, x) = ребе, 0), Рб, 0), 0), 
ceea ce permite să se afirme că orice funcție booleană poate fi reprezentată cu ajutorul a 
numai două funcții booleene de două variabile: fie f, şi fi», fie f, şi fu». Aceeaşi funcţie g 
considerată anterior, se poate scrie de exemplu: 

S, Хэ, Xa) 77 РРО, x» 0), PF Gn, 0), Һа, 0)))), 0). 

O proprietate remarcabilă o au însă funcțiile fe şi fa. Relaţiile: 
А, x) = Са, 0), felta, 0)); 
hix x = Ron x), 0); 
hix) = hn, 0) 
permit ca prin înlocuirea funcțiilor /,, f; si fa, cu expresiile indicate să se poată găsi pentru 


orice funcţie booleană o reprezentare care să utilizeze numai funcţia fa (funcţia lui Peirce). 
Astfel, funcţia g poate fi reprezentată sub forma: 


Еж, Хо, Xa) == ЉСС, 0), Аба, 0), Б, 449), 0), 

deoarece (я: Хэ м) Rs Pila, x3). 
Funcţia lui Peirce fiind o funcţie binară este notată uneori ca o operaţie binară, utilizindu-se 
simbolul |. Cu această notație putem reprezenta funcţia g astiel: 

Ежа» Ха, Xa) = (((х 1 0) | (х: 10) (5.1 5.) 10. 
In mod analog se poate reprezenta orice funcție booleană utilizînd numai funcţia Itti Sheffer 
(vezi ex. 8). 
Funcţiile lui Peirce si Sheffer nu au numai o importanţă teoretică ci $1 una practică, deoa- 
rece circuitele electronice care realizează funcţiile lui Peirce şi Sheffer sînt mai simple decît 
cele care realizează operaţiile booleene + şi - 


|.2.4. Exerciţii 


. Să se restringá următoarele expresii : 
a) (x e + уг); 
b) а(а + b) +66 +0) +В; 
c) (a + ba + b(a +a +5); 
d) хуг + xyz + xyz + хув, 
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2. Să se verifice următoarele identități : 
а) a4-ab — a +b; 
b) (a -- (b + c) = ac + бс; 
с) ab + be + ca = (а + b)(b + сс + a). 
. Fie expresiile: 
E,— (a + аа + b); 
Е, = ab + (а -b ета, 
E,— (a + be +d); 
„=a+be+ abc(ad + b). 
Sá se arate că: 
а) Е, — a; b) Е, = Б; c) Es =E, + cd; d) E, a +b. 
„Să se calculeze valorile expresiilor ; 
а) (ab + e) (b 4- c) pentru a= 0, b= 1 gi e— 1; 
b) ab(a 4- c) + ab pentru а= 1, b= 1 si c= 0; 
c) ab +e -- ас pentru a= 0, b= 0 si c= 0. 
‚ Să е SAONE următoarele relaţii din algebra B, înlocuind nedeterminatele cu toate valorile 
posibile : 
а) ab + ab -Fab— a +b; 
b) (a + 6a 4-0) а; 
с) ас ББ + аса +; 
d) ab + bc + ac = ab + ac. 
„Să se айе care dintre următoarele expresii booleene sînt egale, 
а) Е, = ab + bc + ас; E,— abe + абс + ab; 
b) Е, = abc + abd + abc + abd; Е, = bod + йсй + bed + acd; 
c) E, = xz + xy + xy; Е, = ии +y +2). 
. Să se arate cá: 
а) xz + xz- y dacă ху + xy = 2; 
b) ad + b(c + d) = ad + ac + аб + 564 dacă ad + bo 0. 
. Sá se alcătuiască tabelul de valori al următoarelor funcţii : 
а) fen, X) = мл, + Хэ: 
b) д(х, x) = (ха + Xala + хаха); 
c) ДХ, y, 2) = xe +92 + xy; 
d) gt, y, 2) = x(y +2) + y(x +2). 
Se cânsideră funcţiile : 
gi(a, b, c) = ab + be + ca; 
gla, b, с) = (a + (b + à); 


— Matematică aplicată în tehnica de calcul cl. a Х-а — cd. 23 


gia, b, c) = ab + са: 

gia, b, c) = (a + bb + ©(с + аў; 
ga, b, д = ас + bà; 

Bula, b, с) = (a + be + a). 

Să se arate că: 

a) funcţiile gi, ga şi Да sînt egale, 
b) funcţiile g4, Zs, ga sînt egale. 


1.3. Forme canonice ale funcţiilor booleene 


1.3.1. Forme normale ale funcţiilor booleene 


În paragraful anterior s-a arătat că o aceeași funcție booleană poate fi 
reprezentată prin mai multe expresii booleene. Este de dorit să existe totuşi 
o formă standardizată de reprezentare prin expresii a unei funcții booleene. 
Această formă de reprezentare trebuie să fie unică, pentru a permite deter- 
minarea rapidă a egalităţii a două funcţii prin compararea expresiilor asociate, 
Definiţie. Se numește produs elementar un produs de variabile booleene sau com- 
plemente ale acestora, [ага ca aceeaşi variabilă să apară de mai тийе ori. 


Exemplu. abc, abc, xyz, Xx, sînt produse elementare iar а + bc, xy nu sint produse elementare, 


Definiție. Se numește formă normală disjunctivá a unei expresii booleene o sumă 
de produse elementare egală cu expresia dată. 

Exemplu. ab + be + ac, p +- XYZ, xix, sint expresii sub formă normală disjunctivă. 

Vom spune că o funcţie Боојеапӣ este scrisă sub forma normală disjunctivá 
dacă este reprezentată printr-o expresie sub forma normală disjunctivá. 


Forma normală disjunctivă a unei funcţii nu este unică, după cum se poate observa din exem- 
plul următor 


Ңх, y, 2) = xy +yz 4 Xz- xy + х2 == Ху + xyz + ха. 


Putem astfel obtine oricite forme normale disjunctive utilizînd idempotenta şi absorbţia. 
Observaţie. Condiţia ca într-un produs elementar să nu se repete variabilele are o justificare 
simplă. Dacă aceeaşi variabilă apare de mai multe ori, atunci aceasta poate fi redusă la o singură 
apariţie prin idempoten[á. Dacă aceeaşi variabilă apare împreună cu complementul său atunci 
produsul respectiv este egal cu 0, astfel că poate îi eliminat din sumă. 


În mod analog se definesc suma elementară și forma normală conjunctivă 
a unei funcții. 
Definiţie. Se numeşte sumă elementară o sumă de variabile booleene sau comple- 
mente ale acestora, fără ca aceeaşi variabilă să apară de mai multe ori. 
De exemplu, a + b c, а-5-сХ-4 у + 2, x + X. sint sume elementare iar a + bc, X +0 
nu sint. 
Definiție. Se numeşte formă normală conjunctivá a unei expresii booleene un 
produs de sume elementare egal cu expresia dată. 


De exemplu (a + b)(b + e(a + c), (х +y +2(х +y +2), м + х, sînt expresii sub forma 
normală conjunctivă. | 
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Nici forma normală conjunctivă a unei expresii ică 3 4 di 
f resii nu este unică, după cum rezultă - 
plul următor : pr i 


G + Du (5 H 2) = (x yN H= (xx y 2) 4 2). 


Orice expresie booleaná (deci si orice funcţie) poate fi adusă la o formă 
normală disjunctivă si la o formă normală conjunctivă. 

Pentru a aduce o expresie booleană la o formă normală disjunctivă se folo- 
sește următorul procedeu : 

— dacă în cadrul expresiei operaţia de complementare este aplicată unor 
expresii, se aplică formulele lui De Morgan, pînă cînd în cadrul expresiei date 
nu mai apar decît complementele variabilelor ; 

— se distribuie operația „-“ în raport cu „+“ ori de cîte ori este cazul; 

— зе elimină produsele саге se anulează sau se repetă și variabilele care 
apar de două ori în același produs. 


Exemplu. Expresia E = xy-(xz + x + 2) -+ xyz poate fi transformată astfel : 
Е= (x + y)(xz + xz) + xy2 (s-au aplicat formulele lui De Morgan) 
= xxr + xx + xyz + xyz + xyz (s-a aplicat distributivitatea operației - față de +) 
= xz + xyz + xyz (s-au eliminat primul si ultimul produs). 
S-a obținut pentru E o formă normală disjunctivă. 


Dacă utilizăm si proprietatea de absorbție, putem elimina si ultimul inf 
expresia dată o altă formă normală : "1 à си 


E = уг + xyz. 


Pentru a aduce o expresie booleeană la o formă normală conjunctivă se 
foloseşte un procedeu similar, în care, după aplicarea formulelor lui De Morgan 
se distri buie operaţia „-|-“ în raport cu ,, -* si se elimină sumele care au valoarea 
constantă 1 sau se repetă, precum și variabilele care араг de două ori în aceeași 
sumă. | 


Exemplu. Aceeaşi expresie E poate îi adusă la о formă normală conjunctivá astfel : 
E = хуш + х 2) + уа (Ж d DZ + Ж) + gr 
= (+ + д(% + + хүй 
=y O50) 90 +2 + ®(х + +) = 
= (x +z + Ж(х +2 + 005 +2 +(х+@+@= 
= (x + +y zx + 90 + у +25 +2) 


Expresia se poate simplifica prin absorbţie astfel că 


E= (x +y + 2)( +2. 
1.3.2. Forme canonice ale funcţiilor booleene 


Definiţie. Se numește mintermen în raport cu variabilele booleene ху, зуу Na 
ш гэрээр elementar în care apar, fie simple, fie complementale, toate varia- 
WEE Xi, We хэв Ж. ; ЕС 


Textele prevăzute cu о bară laterală sînt destinate numai profilului de matematică. 
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- 


Un mintermen are deci n factori. Aceşti factori se scriu în ordinea natu- 


rală a variabilelor care îi alcătuiesc. De exemplu, 
хот, abe, туй, ав, ХХ. 


“ес гиш mintermen i se poate asocia un număr binar astfel : 

М де осор стен se înlocuiesc cu сИга 0, iar variabilele necom- 
plementate cu cifra 1. Sirul de cifre obținut reprezintă un număr binar (în 
baza 2), care este asociat mintermenului respectiv. De exemplu, mintermeni- 
lor scrisi anterior li se asociază numerele : P 

(110), (100), (000), (11), (11111); care reprezintă în baza zece nume- 
rele 6, 4, 0, 3, 31. 

Considerind n variabile booleene, numărul de mintermeni diferiți care 
se pot construi cu aceste variabile este egal cu numărul de numere binare 
cu n cifre. Acest număr este 2”. 

Mintermenii joacă un rol important în cadrul formelor de reprezentare 
a funcţiilor booleene, datorită următoarei proprietăți : 

Un mintermen are valoarea 1 pentru un singur sir de valori ale varia- 
bilelor booleene care il alcátuiesc. 

Într-adevăr, deoarece un produs boolean are valoarea 1 dacă si numai 
dacă toți factorii săi au valoarea 1, iar factorii unui mintermen sînt varia- 
bile booleene simple sau complementate, alegînd valoarea 0 pentru varia- 
bilele care apar complementate în cadrul mintermenului și valoarea 1 pentru 
celelalte variabile, se obţine combinația de valori căutată. 

Se definește în mod analog noțiunea de maxtermen. 


Definiţie. Se numeşte maxtermen în raport cu variabilele booleene xy, xo, . . ., xy 
o sumă elementară în care apar, (їе simple, fie complementate, toate variabilele 
а: m | " 

Un maxtermen are deci n termeni, care se scriu în ordinea naturală a 
variabilelor care îi alcătuiesc. De exemplu 


Ги: o. Eg Ju d He A eth xdi do RT 


Pentru un maxtermen se pot face aceleași observații ca pentru minter- 
meni. Asocierea unui număr binar pentru fiecare maxtermen se face înlo- 
cuind variabilele complementate cu cifra 1, iar variabilele necomplementate 
cu cifra 0. Numărul de maxtermeni care se pot forma cu и variabile booleene 
este, de asemenea, 2”. 

Maxtermenii au o proprietate similară cu aceea a mintermenilor, și anume : 

Un maxtermen are valoarea 0 pentru o singură combinaţie de valori ale 
variabilelor booleene, care îl alcătuiesc (0 pentru variabilele simple și 1 pen- 
tru variabilele complementate). 

Mintermenii permit alcătuirea unor forme normale particulare, deosebit 
de importante. 


Definiţie. Se numeşte formă canonică disjunctivá а unei expresii booleene cu n 
variabile o formă normală disjunctivă echivalentă cu această expresie, alcătuită 
numai din mintermeni cu n variabile. 

Forma canonică disjunctivă a unei expresii se mai numește și formă 
normală disjunctivd perfectă. 


Exemple. абс + abc + ёс, xyz + Хуг + хуг, ХүХ,Х.Х,-Б XXsXsX, + ЭХХХ, sint forme 
canonice disjunctive. 


În aceste exemple, primele 2 expresii au cîte 3 variabile, iar ultima expresie are 4 va- 
riabile. 


Propoziţie. Forma canonică disjunctivă a unei funcţii booleene este unică, dacă 
facem abstracție de ordinea mintermenilor. 


Demonstraţie. Să presupunem că pentru o funcţie booleană există două 
forme canonice disjunctive distincte. T 

Deci există un mintermen care face parte dintr-una din formele canonice 
(să spunem din prima formă) si nu face parte din cealaltă. Să: considerăm 
combinația de valori ale variabilelor pentru care mintermenul respectiv 
are valoarea 1 şi să analizăm valorile celor două expresii corespunzătoare 
acestei combinaţii. Deoarece pentru această combinaţie de valori ale varia- 
bilelor mintermenul din prima expresie are valoarea 1, indiferent de valorile 
celorlalți mintermeni, prima expresie are valoarea 1. Pentru a doua expresie 
se obține însă valoarea 0, deoarece toți mintermenii acestei expresii nu pot 
avea decit valoarea 0 (conform proprietăţii mintermenilor prezentată an- 
terior). Rezultă, deci, că aceste două expresii nu sînt echivalente, adică pre- 
supunerea făcută este falsă. 

Cele două forme canonice conțin aceeași mintermeni, ceea ce încheie 
demonstrația. 

Forma canonică disjunctivă poate [i deci considerată ca o reprezentare 
standard a funcţiilor booleene. 

Totuși, există o singură funcţie booleană саге nu poate îi reprezentată 
sub forma canonică disjunctivă și anume funcția constantă 0. Aceasta este 
o consecință a faptului că fiecărui mintermen dintr-o formă canonică dis- 


„junctivă îi corespunde o combinaţie de valori ale variabilelor pentru care 


funcția. respectivă ia valoarea 1, astfel că o funcţie reprezentată sub forma 
canonică disjunctivă ia cel puţin o dată valoarea 1. 

Forma. canonică disjunctivă a unei funcţii booleene poate fi obţinută 
atît pe baza tabelei de valori a funcţiei, cît şi pe baza unei forme normale 
disjunctive a acesteia. 

Tabela de valori a unei funcții booleene permite obținerea formei cano- 
nice disjunctive a funcției astfel : 

Pentru fiecare combinaţie de valori ale variabilelor booleene pentru care 
func(ia are valoarea 1 se consideră mintermenul corespunzător (adică acel 
mintermen care ia valoarea 1 numai pentru această combinaţie). Suma 
tuturor acestor mintermeni constituie forma canonică disjunelivă a funcţiei. 
Reamintim că mintermenul corespunzător unei combinaţii de valori ale va- 
riabilelor este produsul variabilelor care iau valoarea | și a complementelor 
variabilelor care iau valoarea 0. 


Fie, de exemplu, funcția definită de următoarea tabelă de valori 


Tabelul 1.10 


Funcția ia de 4 ori valoarea |, pentru următoarele combinaţii de valori ale variabi- 
Telor*a; о с: (00,10), 15:050): (1-1, б), (1, 1; 1). 
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Acestor combinaţii de valori le corespund următorii mintermeni : abc, abc, abc, abc. 
Forma canonică disjunctivá a acestei funcţii este deci: 


На, b, c) == abc + abc + abc + abc. 


O formă normală disjunctivă a unei funcţii poate fi transformată într-o 
formă canonică disjunctivă astfel: 

Fiecare termen al formei normale disjunctive care nu este mintermen, 
adică fiecare termen care nu conţine toate variabilele, se inmulfeste си ex- 
presii de forma (x + i), pentru fiecare variabilă x absentă din acel termen. 
Tinind cont de distributivitatea înmulțirii booleene față de adunarea booleaná 
se desfac parantezele si se elimină termenii dubli ((inind seama de idem- 
potența adunării booleene). Se poate observa uşor că expresia obținută пи 
conține decît mintermeni și este echivalentă cu expresia iniţială. Rezultă 
deci că s-a obţinut forma canonică a funcţiei respective. 


Exemplu. Fie forma normală disjunctivă : 
Ha, b, c) = bc + ac + ab. 
Aceasta se transformă astfel : 
bc + ас + ab = bc(a + а) + ась + Б) + ab(c + c) = 
= abc + абс + abc + abc + abc +} abc 
== abc + abc + абс + abc. 

In mod analog, utilizind noţiunea de maxtermen, se defineşte forma 
canonică conjunctivă a unei expresii booleene. Forma canonică conjunctivă 
permite de asemenea o reprezentare standard a funcţiilor booleene deoarece 
şi această formă are proprietatea de unicitate. Singura funcție care nu poate 
fi reprezentată sub formă canonică conjunctivă este funcţia constantă 1. 


De asemenea, forma canonică conjunctivă se poate obţine pe baza fie 
a tabelei de valori a funcţiei, fie a unei forme normale conjunctive a acesteia. 


1.3.3. Exerciţii 


1. Să se găsească o formă normală disjunctivă a următoarelor expresii: 
а) (x t xy +y): 
b) бх), + x), F x); 
o) (a 4-56 T d); 
d) (a + b) c + abc(ad + b). 
2. Sá se găsească o formă normală conjunctivá a expresiilor de la exerciţiul 1. 
3, Să se indice care dintre următoarele forme normale sînt şi canonice. 
а) f(x, y, 2) = xy +yz; 
b) На, b, c) = abc + abc + abc + афс; 
с) Қа, Xo, Ха, Xa) == хх. + хха, + ух; 


d) g(x, y) = х+у; 
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е) g(x, y) = ху; 

f) На, b) = (a + B(a + b); 

8) gix, y, 2) = (x -9 cà - 2i y а); 

h) Hän Xa Ku A) == Qa bab Xs beat) OZ ТЕ 
4 Să se айе forma canonică disjunctivá a următoarelor expresii : 

a) ab + bc; 

b) xyz + yz; 

с) хх, + Xs. 
9. Să se găsească forma canonică conjunctivá a expresiilor de la exerciţiul 4. 
6. Fie funcția Ка, b, c, d) definită de tabelul 1.11. 

а) Să se scrie forma canonică disjunctivă a acestei funcţii. 

b) Să se scrie forma canonică conjunctivá a funcţiei f. 


c) Să se verifice prin calcul boolean că expresiile obținute la punctele a) şi b) sînt echi- 
valente. 


а b C d Ha, b, 
с, d) 


————————0]0oooococoo 
————000g]0-—-—-—--—oo0o0oco 
о о-оо о о-оо 
ооо 
о о-о ооо о-о н 


Tabelul I. 11 


1.4. Simplificarea funcţiilor booleene 


1.4.1. Simplificarea prin calcul boolean 


O problemă importantă legată de reprezentarea funcțiilor booleene о con- 
stituie găsirea unei forme cît mai simple pentru expresiile acestora. 

Simplificarea prin calcul boolean este asemănătoare cu simplificarea ex- 
presiilor algebrice obișnuite. Trebuie însă să se ţină cont de regulile specifice 
ale calculului boolean. 
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In acest sens sînt deosebit de utile regulile de idempotență (a + a = a si 
aa == a), de absorbţie (a + ab = a, a(a + b) = a) si de combinare (ab +- ab = а, 
(a + b)(a + b) = a). 

Aceste reguli pot fi folosite atit ca reguli de simplificare, cît si ca artificii 
е calcul pentru introducerea unor поі termeni necesari pentru combinaţiile 
ulterioare. 


Exemple 
1. abcd + абс + abc + abd + abcd + abd = 
= abc + абс + abd + abd = (prin absorbţie) 
= ab + bd (prin combinare). 
2. ab + abc + abc = 
= ab + abc + abc + abc = (prin absorbţie) (artificiu de calcul) 
= ab + abc + abc + abc + abc = (prin idempotenţă) (artificiu de calcul) 
= ab + (a + a)bc + ac(b + В) = 
= ab + be + ac (prin combinare). 


Totuși calculul boolean direct nu asigură obţinerea celei mai simple expresii. 
Aflarea celei mai simple expresii trebuie să țină seama de toate combinaţiile 
posibile, efectuînd o căutare metodică. Trebuie stabilit, însă, ce se înţelege 
prin expresie mai simplă. 

O expresie va ЇЇ considerată mai simplă decît alta dacă numărul de apariţii 
ale variabilelor din prima expresie este mai mic decît numărul corespunzător 
din cealaltă. 

Astfel expresia ab + йс (în care variabilele apar de patru ori) va fi consi- 
derată mai simplă decît a -+ b + abe în care variabilele apar de cinci ori. 

De obicei se caută cea mai simplă expresie în formă normală disjunetivă, 
echivalentă cu expresia dată. 


1.4.2. Simplificarea prin diagrame 


Utilizarea diagramelor pentru simplificarea funcțiilor booleene este! o 
metodă utilizată de obicei pentru funcţiile reprezentate prin tabele. 

Diagramele Euler-Venn sînt cunoscute din teoria mulțimilor. S-a arătat 
însă са < (M), N, U > este o algebră booleană, astfel că aceste diagrame 
pot fi utilizate şi la reprezentarea geometrică a relaţiilor din algebra booleană 
В». Într-o diagramă Euler-Venn fiecare variabilă a expresiei booleene se 
reprezintă printr-o mulțime, de obicei un cerc. Interiorul mulțimii cores- 
punde variabilei respective, iar exteriorul mulţimii (deci complementara 
mulţimii) corespunde complementului variabilei. Un termen al unei expresii 
booleene corespunde intersecţiei mulțimilor: corespunzătoare variabilelor 
care îl compun. În cazul unei variabile care apare sub formă de complement 
se consideră desigur intersecția cu exteriorul mulțimii corespunzătoare. 

Intreaga expresie va corespunde astfel reuniunii mulțimilor corespun- 
zătoare fiecărui termen. 
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În figurile 1.6, 1.7 și 1.8 sînt prezentate cîteva exemple de diagrame 
Euler-Venn, corespunzind termenilor a, ab si, respeotiv, abc. Se poale ob- 
serva că unui mintermen îi corespunde o zonă care nu mai este divizată în 
alte zone. În figura 1.9 au fost înscriși mintermenii corespunzători fiecărei 
zone elementare. Considerind expresia 


abe -- abc + abe + абс, 


Fig. L6 Fig. Г.Т Fig. L8 


р. LU Pin ETO 


se observă că cei patru mintermeni corespund celor patru zone Ma, Ms, Ma 
Я т». Reuniunea acestor patru zone (fig. 1.10) formează mulțimea corespun- 
zătoare variabiiei a, deci 


abà -|- abc +- abe 4- abe = a. 


Utilizarea diagramelor Euler-Venn devine dificilă dacă expresiile contin 
mai mult de trei variabile. 

Diagramele Veilch- Karnaugh reprezintă rearanjarea diagramelor Euler- 
Venn sub formă de tablou. În cazul diagramelor Veitch-Karnaugh mulțimile 
corespunzătoare variabilelor booleene sînt reprezentate de dreptunghiuri. 
In figura 1.11 este prezentată diagrama Veitch-Karnaugh pentru patru 
variabile. Se observă că fiecare căsuţă a diagramei corespunde unui min- 
termen. În figura 1.12 sînt prezentate diagramele Veitch-Karnaugh cores. 
punzătoare termenilor a, d, be, be, bcd, abd „Зе observă că mulțimile cores- 
punzătoare unor termeni sînt reprezentate prin unul sau mai multe pătrate. 

O proprietate importantă a diagramelor Veitch-Karnaugh este că min- 
termenii care nu diferă decit printr-un factor sînt reprezentaţi pe diagramă 
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ху prin pătrate alăturate. Pentru aceasta trebuie însă să se considere că latu- 
rile opuse ale diagramei sînt confundate (sau suprapuse). Reciproca acestei 
proprietăţi este de asemenea adevărată. Există însă o proprietate mai ge- 
nerală, deoarece și termenii care nu diferă decit prin complementul unei 
variabile (abc şi abc, bd şi bd) se reprezintă pe diagramă prin dreptunghiuri 
adiacente. Orice dreptunghi, în afara celor cu latura de trei unități cores- 
punde unui termen. Reciproca acestei proprietăţi nu reprezintă altceva 
decît faptul că doi termeni care corespund la două dreptunghiuri alăturate 
egale pot fi reduși la un singur termen, care corespunde dreptunghiului 
format prin alăturarea celor două dreptunghiuri. Această proprietate stă 
la baza metodei de simplificare a funcţiilor booleene cu ajutorul diagramelor 
Veitcli-Karnaugh. 

Să considerăm ca exemplu funcția definită prin tabelul L12, a cărei 
formă canonică disjunctivă este 


На, b, c, d) = арга + арса + abcd + abcd + оса + abcd + abcd. 


a b с 4 Ге, b, 
с, d) 


ша. | 
` 
5 
bcd 
a 


аба 


На,Б,с,а! 
f(a.b,c.d) 


(Z 


NS 
SS 


d 
d 
bc 


5 


877 
2222 


{абс д) 
йабе а) 
flabc.d) 


————————0O0oooooccuo 


о-о ооо о-оо 
———0—-—-o0oO0—o0—o0o0o0oco 


———-— 0000 ———-—0ooco 


Tabelul 1.12. Fig. L13 


In figura L13 este prezentată diagrama Veitch-Karnaugh corespunzá- 
toare acestei funcţii, 1 ; 

Simplificarea funcţiei corespunde cu acoperirea mulţimii corespunzătoare. 
expresiei respective cu un număr minim de dreptunghiuri cît mai mari. 
În figura 1.14 sînt prezentate trei posibilităţi de acoperire, corespunzătoare 
expresiilor ac -+ bd, ас + băd + арса, bed -- аа +- abc -+- acd + abcd. Se 
observă că prima expresie, care corespunde acoperirii cu două pătrate mai 
таг, este.cea mai simplă. Е. 
Diagrama Veiteh-Karnâugh poate fi considerată și ca un tabel de valori 
cu două dimensiuni al unei funcţii. Pentru aceasta, diagrama se rescrie ca în 
figura I.15.: Valorile funcţiei: se vor trece in:cásufele diagramei, considerind 
valorile variabilelor funcţiei drept „coordonate“ pentru stabilirea poziţiei 
în tabel. Funcţia din exemplul anterior va avea diagrama prezentată în 
figura 1.16. Se observă că această diagramă este asemănătoare cu diagrama 


Fig. 1.11 
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НЭЭ 


ш X 
ENS 


Fig. L14 Fig. 1.16 


clasicá. Avantajul acestei forme a diagramelor Veitch-Karnaugh este că deşi 
reprezintă un. tabel de valori, poate servi în același timp la simplificarea 
funcției. : x 

: Diagramele Veitch-Karnaugh se utilizeazá de obicei pentru funcţiile 
booleene cu maximum cinci variabile (foarte rar pentru șase variabile). 


Diagramele Veitch-Karnaugh pentru o funcție cu cinci variabile arată 
ca în figura 1.17. 1 
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Pentru a putea efectua simplificări pe această diagramă -se consideră 
că pătratele simetrice faţă de аха de simetrie a diagramei sînt adiacente. 
În figura 1.17 funcţia reprezentată este : 


Ка, b, c, d, e) = bc ага + abe(d -- e). 


Fig, I.17 


1.4.3. Exerciţii = 


1. Să se simplifice prin calcul boolean expresiile 
a) (ab + b(a FO); b) хү(хь - x) + xs 3 x); 
c) x E -F yx Я + (x + (ку 4 2): d)a- b + abc. 


2. Să se simplifice prin calcul boolean complementara expresiilor : 
a) à +b +00; b) sy +z; с) дя; 
d) a + b(c 4- d); c) жел, + X) + x s x). 
3. m se găsească prin calcul boolean o formă mai simplă pentru expresiile următoarelor 
unc]ii : 
а) F(x, y, 2) = xyz + xyz + Xyz; E ИР 
b) g(a, b, с) = (a +b + o(a +b в с\(а 540; 
©) A(Xi, Xs 0) арха d Xs. 
4. Să зе găsească prin calcul boolean o formă normală disjunctivă mai simplă pentru funcţiile : 
a) f(x, y, 2) = xyz + xyz + Xy +y; 
bg, ta a) = (хх, + хаха) (кеха + хаха); 
c) Да, b, с) = (а + 0009 + bila + b). 
5. Folosind artificii de calcul boolean, să se simplifice expresiile : 
a) ac + be -- ab; 
b) abcd + abed + abcd + abcd: 
с) xy + луг 4 y(x +2) + yz. 


6. Funcţia majoritară M(x, y, z) se defineşte ca fiind funcţia booleană care are valoarea | 
dacă cel puţin două dintre argumentele sale sînt egale cu 1. 
a) Să se alcătuiască tabelul de valori al acestei funcţii. 
b) Sá se afle forma canonică disjunctivă si forma canonică conjunetivă a acestei funcţii. 
c) Să i se determine prin calcul boolean cea mai simplă formă normală disjunctivà. 
d) Să se arate cá M[a, b, M(c, d, e] = M[M(a, b, c), d, M(a, b, &)]. 
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30. 


7. Pentru funcţiile din următorul tabel să se afle: 
a) forma canonică disjunctivă ; 
b) forma canonică conjunctivă ; 
c) cea mai simplă formă normală disjunctivà. 


zii mă дайда >= == = 
шш соны e 
нон a нон о 
н онно Фу 
bet jei рны Ф н н 
ононњоон о 


Tabelul 1.18 


8. Să se indice pentru fiecare din funcţiile ale căror diagrame Euler-Venn sinl reprezentate 


în figura 1.18 forma canonică disjunctivà si să se simplifice, 


iue. 128 


9. Să se alcătuiască diagramele Euler-Venn pentru următoarele funcţii de trei variabile 
date prin dezvoltările lor şi să se simplifice : 


a) m U ms) ms U m; b) ma U ma U ma U ms; 
c) т mi; d) mU m Ma Um UU Ms ть, у 
unde ma, m, ..., т, corespund notațiilor din figura 1.9, 


10. Sá se construiască diagramele Veitch-Karnaugh pentru următoarele funcţii booleene: 
а) fla, b, c) — a + b+ ac + abè; 


b) Мх, Ха, Ха, ху) = оха Хуа ЕЯ; 

c) f(x, y, 22 — x уху + yz + xz + хуг; 

d) а(х, у, z, ш) = xu + XZ 4- yz 39: 

€) Ка, b,.c, d) = абса + abcd + abed + abed + абса + abcd + abcd; 


Î) @(Х\, Xa Xs; X) == (Ху F Rixa + (Хо d- ХОХЬ 


11. Aflaţi funcțiile reprezentate prin diagramele Veitch-Karnaugh din figuragl. 19. 


110 


m 107 100 


00 
07 
17 
10 
с 
Fig. 1.19 


12. Folosind diagrama Veiteh-Karnaugh, să se simplifice următoarele funcţii : 
а) Ка, b, с, d) = ab + acd 4- c + bed; 
b) f( y, D= (x +y F2 +00 +а; 
c) g(x, у, г, ш) = хуг 4- хуш + Хуго + xam + угш - уаш; 
d) Alki, Ха, Хэ, Xa) = XsXaXa + ма F ла; 
e) Да, b, c, d) = аса + абса + abc + abd + bed. 


1,5. Realizarea fizică a funcţiilor booleene 


1.5.1. Circuite cu contacte 


O primă aplicaţie a teoriei functiilor booleene este reprezentată de studiul 
circuitelor dipolare cu contacte. Aceste circuite sînt formate prin legarea 
în serie sau în paralel a unor contacte care sînt de două tipuri: contacte 
normal deschise și contacte normal închise. 

Fiecare contact poate fi pus în corespondenţă cu o variabilă booleană. 
Contactele normal închise sînt puse în corespondenţă cu complementele 
variabilelor booleene. Un contact se poate afla în două stări: starea de 
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(25) 
га 


rig. 1.20 


repaus sau normală și starea de lucru. Aceste stări corespund, respectiv, 
valorilor 0 și 1 ale variabilelor booleene asociate contactului. Un contact 
normal deschis permite trecerea curentului numai în starea de lucru. Un 
contact normal închis permite, însă, trecerea curentului numai în starea de 
repaus. Un circuit dipolar cu contacte nu se poate afla decît în două stări : 
permite trecerea curentului sau пи o permite. Aceste două stări vor fi aso- 
ciate cu valorile booleene 1 și respectiv 0. 

Considerind. cele două circuite simple din figura 1.20 se poate observa 
că acestea pot fi asociate celor două funcții de o variabilă f(x) = x, şi g(x;) = 
= ğı. Într-adevăr, dacă contactul normal deschis se află în starea de repaus 
(x, = 0), atunci circuitul nu permite trecerea curentului (/(0) = 0), iar dacă 
contactul normal deschis se află în starea de lucru (xy = 1) atunci circuitul 
permite trecerea curentului (/(1) = 1). De asemenea, dacă contactul normal 
închis se ай în starea de repaus (x, = 0) atunci circuitul permite trecerea 
curentului (g(0) = 1), iar dacă contactul respectiv se află în starea de lucru 
(х; == 1), atunci circuitul nu va permite trecerea curentului (g(1) sa 0). 

Se poate observa că dacă un circuit este obținut prin legarea in serie a 
altor două circuite mai simple, acestuia i se poate asocia o funcție care co- 
respunde produsului boolean al funcţiilor asociate celor două circuite. 

In mod analog funcţia asociată unui circuit format prin legarea în paralel 
a altor două circuite este suma booleană a funcțiilor asociate celor două 
circuite legate în paralel. 

Rezultă, deci, că oricărui circuit dipolar i se poate asocia o funcție boo- 
leană care să reprezinte funcționarea circuitului. Trebuie remarcat că, în- 
tr-un circuit dipolar cu contacte, mai multe contacte pot corespunde aceleiași 
variabile sau complementului acesteia. 


De exemplu, circuitului din figura 1.21 îi corespunde funcţia f(x, у) = X + xy, iar 
celui din figura 1.22 i se asociază funcția f(x, Ха, Ха, x.) = (x. Б) (х + (Xr F х.)х) 
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Fig, 1.22 


Reciproc, orice funcție booleană poate fi realizată printr-un circuit 
dipolar cu contacte, adică se poate alcătui un circuit dipolar cu contacte a 
cărui funcționare să fie reprezentată de funcția dată. 

Realizarea funcțiilor booleene prin circuite dipolare cu contacte reprezintă 
o modalitate de utilizare practică a teoriei funcţiilor booleene. 

Este cunoscut că funcţionarea celor mai multe circuite de automatizare, 
precum $ funcționarea calculatoarelor electronice se bazează pe utilizarea 
numerelor binare, care pot fi reprezentate cu numai două cifre, 0 si 1. Func- 
{Ше care reprezintă comportarea în funcționare a circuitelor respective sînt 
funcții booleene. Aceste circuite pot fi deci construite, realizînd fizic funcţiile 
booleene corespunzătoare. 

Simplificarea unei funcţii booleene reprezintă în acest caz realizarea 
aceleiași funcții printr-un număr cit mai mic de contacte. 

In practică, circuitele cu contacte sint folosite de obicei sub formă de 
circuite cu relee si contacte. Releele sint necesare in cadrul acestor circuite 
pentru a acţiona contactele. Un releu va acţiona toate contactele согезрип- 
zătoare unei variabile, astiel că valorile variabilei pot fi asociate cu cele două 
stări, de conducere a curentului sau nu, corespunzătoare circuitului de co- 
тапай a releului. Se dă astfel posibilitatea de a se reprezenta in mod omogen 
valorile 1 și 0 prin starea de conducere sau nu a curentului prin diferite 
circuite. Circuitele cu relee si contacte au fost înlocuite treptat prin circuite 
logice alcătuite din tuburi electronice, apoi prin circuite alcătuite din tran- 
zistoare, iar în ultimul timp prin circuite integrate. 


1.5.2. Circuite logice simple 


Circuitele logice sînt realizate sub forma unor circuite multipolare (cu mai 
multe borne). Un circuit logic are una sau mai multe borne de intrare si una 
sau mai multe borne de iesire. La bornele de intrare se aplicá semnale (in ge- 
neral impulsuri de tensiune electricá), care reprezintá variabile booleene si pot 
lua două valori (de exemplu, o tensiune de 4 V poate reprezenta valoarea lo- 
gică „1“, iar o tensiune de 0 V valoarea logică ,0"). La bornele de ieşire apar 
semnale, care corespund valorilor unor funcţii booleene de variabilele de la 
intrare. Aceste circuite logice se vor numi combinaţionale. Există posibilitatea 
ca funcțiile booleene să nu depindă numai Че valorile actuale ale variabilelor 
de la intrare ci şi de valorile precedente ale acestor variabile. În acest caz cir- 
cuitele logice se vor numi secvențiale sau „cu memorie“. 

În manualul de față nu vom studia decît circuitele logice combinațţionale. 

În cazul general, un circuit combinaţional are n borne de intrare, corespun- 
zătoare unor variabile booleene Ху, Xs, ..., X Şi m borne de ieșire, corespun- 
zătoare unor funcţii yi(xi, ..., Xa) ..., Ут(Ху, ..., Xa). Un astfel de circuit se 
reprezintă ca în figura 1.23, fără a se descrie structura sa internă. 


Fig. 1.23 
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Fig. 1.24 


O proprietate importantă a circuitelor logice este că acestea pot fi combi- 
nate pentru a forma circuite logice mai complexe. Astfel, bornele de ieşire ale 
unor circuite pot fi cuplate la bornele de intrare ale altor circuite. Această 
proprietate permite ca un circuit logic mai complex să poată îi realizat din 
circuite logice mai simple. 

Un circuit combinaţional cu mai multe borne de ieșire poate fi conceput ca 
fiind format din mai multe circuite care au fiecare cîte o singură bornă de ieşire 
si care corespund fiecare la cîte o funcţie. Un circuit combinaţional cu o singură 
bornă de ieșire va fi denumit circuit logic simplu (fig. 1.24). Funcționarea unui 
circuit logic simplu este descrisă printr-o funcţie booleană de variabilele de la 
intrare. Putem spune astfel că un circuit logic simplu realizează funcția booleană 
corespunzătoare. Dacă funcţia booleană este o funcţie elementară de două 
variabile, circuitul logic simplu corespunzător care o realizează va ЇЇ denumit 
circuit logic elementar. Există deci trei circuite logice elementare, corespunză- 
toare celor trei operaţii de bază ale algebrelor booleene, şi anume circuitul ȘI 
pentru operația „+“, circuitul SAU pentru operaţia „+“ si circuitul NU pentru 
operația de complementare. Aceste circuite logice elementare au о reprezen- 
tare convenţională specială care este arătală în figura 1.25. 

Deoarece orice funcție booleană poate fi reprezentată cu ajutorul celor 
trei funcţii elementare, corespunzătoare celor trei operaţii ,*", „H“ şi s^", 
rezultă că orice circuit logic simplu poale fi realizat prin combinarea unor 
circuite logice elementare. Reprezentarea unei funcţii booleene cu ajutorul 
funcţiilor elementare poate fi considerată drept schema de combinare a cir- 
cuitelor logice elementare. 


De exemplu, funcția нэр 
Ихь, Ха, X3) нм ХХ, + XXa 
care poate fi reprezentată sub forma 
(ae X) + ((х.) (х.))), 
este realizată de circuitul logic simplu din fig. 1.26. 
Dacă reprezentăm însă aceeaşi funcţie prin 
Го, Хэ, ху) = uta +, + Ху, 


realizarea funcţiei va fi diferită, corespunzind circuitului logic din figura 1.27. 


Rezultă deci, că o funcţie booleană poate [i realizată de diferite circuite 
logice simple, corespunzînd diferitelor reprezentări ale acesteia. Se poate acum 
înțelege importanţa simplificării funcţiilor booleene, deoarece astfel se pot 
realiza aceleași funcții, însă cu scheme mai simple și economice. 


În 1.2.3. s-a arátat că orice funcţie booleană poate îi reprezentată cu ajutorul unei singure 
funcții de două variabile, această funcţie fiind fie funcţia lui Sheffer /, (х, у) = x +y, fie 
funcţia lui Peirce f(x, y) = xy. Există circuite logice simple care realizează aceste funcții. 
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Aceste circuite vor fi denumite circuite logice universale. Rezultá, deci, cá orice circuit logic 
simplu poate Îi realizat printr-o combinaţie de circuite logice universale. Circuitele logice uni- 
versale sînt simbolizate ca în figura 1.28, Aceste circuite poartă denumiri proprii, particulare, 
Astfel circuitul care realizează funcția lui Sheffer.se numeşte circuit NU-SI, iar се] care realizează 
funcţia lui Peirce se numeşte circuitul NICI. : ‘ 


Funcţia considerată anterior poate îi reprezentată astfel : 
— prin funcţia lui Sheffer (notată cu „|“) 
Îl Ха, Xa) = (Ж, E26) (351 x) | (хь | хэ) 
— prin funcţia lui Peirce (notată cu „| “) 
&(х, Хэ, Xa) = Qi | Xa) | (хә px) | Gs | хь), 
iar flu, xs, Xo) = (х, хь, x) | (Хэ, x» №). 


‚ , Circuitele logice simple corespunzătoare acestor reprezentări pot îi văzute în figura 1.29 
și figura 1.30, ЭФ ЛЭГ! 
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Deși schemele acestor circuite sînt mai complicate decit cele ale смелее di figurile 1.26 
şi 1.27, compuse din circuite logice elementare, sînt totuşi mai uşor de realiza din puncs ge 
vedere tehnic, deoarece sînt alcătuite din acelaşi tip de circuite, де сше Ари тн 
logice universale sînt mai uşor de realizat si conţin mai puţine piese, iar uneor ын ст ес + 
nomic să se realizeze chiar şi circuitele logice elementare prin combinaţii ale circuitelor logice 


iversale. — ы S. Met 
ps Realizar circuitelor logice elementare prin circuite NU-ŞI este prezentată în figura 1.31 


și are la bază următoarele reprezentări : 
ХХ = Хо Xa = (xı | х) | (х, | xh 
ж + х = хау "ЖАК, = (х | х4)1 (xa ха), 


Хү-- А + ж = (хү х. 


Realizarea circuitelor logice elementare prin circuite NICI este prezentată în figura 1.32 
şi are la bază următoarele reprezentări: 


Жу'% = Ху + Xi + Х + % == (Х | Ху) | (Х:| x). 


д = м Xs + д Tox. = (n х.) LG LX). 


XX БХ | А. 


At, 


Fig. 1.31 
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Fig. 1.32 


Fig. 1.33 


În tehnică sînt de asemenea uşor de realizat circuite ŞI, SAU, NICI sau 
NU-ŞI cu mai mult decît două borne de intrare, Aceste circuite au aceleași 
simboluri ca si circuitele corespunzătoare cu numai două borne de intrare. Un 
astfel de circuit poate fi realizat oricînd în locul unui circuit similar cu mai 
puține borne de intrare, dacă la bornele de intrare suplimentare se aplică fie 
semnale avînd o valoare logică constantă („1“ pentru circuitele „51“ şi „NU-ŞI“ 
Я „0“ pentru „SAU“ si „NICI“), fie unul dintre semnalele de la celelalte borne. 
În figura 1.33 se prezintă exemple de utilizare a unui circuit cu patru borne de 
intrare pentru realizarea unei funcții booleene cu două variabile. 


Circuitele logice simple cu un număr mai mare de borne de intrare de tip SI 
Я SAU pot fi utilizate la realizarea funcţiilor booleene reprezentate sub o formă 
normală. 


De exemplu, funcţia f(x,, Xa, Xa) Stats Ряд, + хя.х, poate fi realizată cu circuitul 
din figura 1.34. 


În practică pot apare situaţii care să necesite aflarea funcţiei booleene rea- 
lizate de un circuit logic simplu a cărui schemă (structură) este cunoscută. 

Pentru a obține expresia funcţiei booleene realizate de un circuit se pro- 
cedează astfel : se identifică variabilele booleene corespunzătoare bornelor de 
intrare ale circuitului ; se alcătuiesc expresiile booleene corespunzătoare acelor 
circuite elementare pentru care s-au identificat variabilele de la intrare ; aceste 
expresii constituie intrările altor circuite elementare; se obţin astfel expresii 
din ce în ce mai complexe, iar în final expresia căutată, corespunzătoare ieșirii 
circuitului. 


37 


pe scurt în continuare : 
— stabilirea variabilelor de intrare 51 de ieșire precum și a semnificației 
valorilor acestora ; i 
— determinarea funcţiei booleene (sau a funcţiilor, în cazul mai multor | 
variabile de ieşire), care corespunde transformărilor necesare ale variabilelor 
de intrare și alcătuirea tabelului de valori corespunzător ; | 
— aflarea unei expresii booleene, de obicei sub forma canonică disjunc- | 
tivă, corespunzătoare fiecărei funcţii ; | 
— aflarea celei mai simple expresii pentru fiecare funcţie booleană ; | 
— alcătuirea unui circuit logic care să realizeze funcţiile booleene în | 
forma simplificată. | 
Este posibil ca unele etape să nu Пе necesare în anumite cazuri. De exem- 
plu, dacă tabelul de valori al funcţiei este alcătuit sub formă de diagramă | 
Veitch-Karnaugh, nu este necesară aflarea unei expresii oarecare a funcției, 
ci se poate trece direct la aflarea celei mai simple expresii a funcţiei respective. 
Proiectarea unui circuit cu contacte se face urmînd aceleași faze astfel | 
ca în ultima Гага să se alcătuiască schema circuitului respectiv. | 
Pentru exemplificare se va prezenta proiectarea unui circuit comparator. 
Circuitul comparator care trebuie proiectat este destinat să compare 
două numere de cîte două cifre, indicînd pe cel mai mare dintre acestea. 
Variabilele de intrare sînt în număr de patru. Alegem, de exemplu, ca x, 
şi x, să reprezinte cifrele binare ale primului număr, iar хз şi x, pe cele ale 
numărului al doilea. Semnalul de ieşire va indica numărul cel mai mare astfel, 
dacă primul număr este cel mai mare, semnalul de ieşire va avea valoarea „1“, 
iar dacă al doilea număr este cel mai mare, semnalul de ieşire va avea va- 
loarea „0“. Dacă cele două numere sint egale, convenim să considerăm al 
doilea număr ca fiind cel mai mare. In tabelul 1.14 se indică valorile funcţiei 
circuitului comparator considerind că numerele sint reprezentate în baza 10, 
iar în tabelul 1.15 funcţia circuitului este definită са o funcție booleană. 
Diagrama Veiteh-Karnaugh a acestei funcţii este prezentată în figura 1.36. 
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ircui in fi 5 are ca variabile de intrare a şi 5. Dacă 
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Proiectarea unui circuit logic se desfășoară în mai multe faze, descrise | 
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electronic o constituie proiectarea circuitelor logice din care este alcătuit. 
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Forma canonică disjunctivă a acestei funcţii este: 
FG Ха, Xa, а) = PEST 4-Х обаа Хааха HX oiala а Xa ata, | 
Cea mai simplă formă normală disjunctivă este : 
FG, Xa Хэ, Xa) = Хаба -- Хоа + Хайа, | 


după cum se poate vedea și pe diagrama din figura 1.36. Corespunzător acestei | 
forme normale se obține circuitul cu contacte din figura 1.37 și circuitul 
logic din figura 1.38. | 

Dacă se dorește realizarea circuitului logic numai prin circuite NICI, | 
transformînd funcţia definită anterior, зе obține expresia | 


Fig. 141 


Кх, Xs, Ха, Ха) = Fata -- бхз F вла F 8 t Хаха 


şi circuitul asociat din figura 1.89. | 


Fig. 11.38 


1.5.4. Circuite logice complexe 


În echipamentele electronice sînt utilizate adeseori circuite logica com- 
X e——[Dx plexe, care realizează simultan mai multe funcţii booleene. Aceste funcții, Ч 
de obicei nu sînt independente, ci se completează reciproc, | 
Vom analiza în continuare cîteva circuite logice complexe, mai frecvent 
utilizate. 
Decodificatoare 
Circuitele decodificatoare sînt destinate să recunoască diferitele com- 
binatii de valori ale variabilelor de la intrare. Schematic, un circuit decodi- | 
ficator se reprezintă ca in figura 1.40, indicindu-se pentru fiecare borná de 
iesire combinatia de valori ale variabilelor de intrare corespunzátoare. Re- 
эг х zultă, deci, că funcţiile booleene realizate de un astfel de circuit sînt compuse 
fiecare dintr-un singur mintermen. Se poate astfel observa că pentru orice 
combinație de valori ale variabilelor de intrare, una și numai una dintre 
bornele de ieșire va indica valoarea logică „1“ (si anume borna de ieșire а 
funcţiei compuse din mintermenul a- 
sociat respectivei combinaţii de valori 
ale variabilelor). În figura 1.41 se 


Fig. 1.40 


prezintă un circuit decodificator pen- 
tru două variabile. 

În practică pot fi necesare uneori 
circuite decodificatoare care să indice 
absenţa unor combinații de valori 
ale variabilelor de la intrare. Desigur 
că în acest caz pentru fiecare com- 
bina(ie de valori ale variabilelor de 
la intrare numai o singurá borná de 
ieșire va indica valoarea logică „0“ (si 
anume borna de ieșire a funcției, co- 
respunzătoare acelei combinații, de- 
oarece această combinaţie nu este 
absentă). Un exemplu de astfel de 
circuit decodificator cu două varia- 


bile este prezentat ín figura 1.42. Fig. 142 
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Fig. 1.43 


Există si circuite decodificatoare reduse, care nu au borne de ieșire pen- 
tru toate combinaţiile de valori posibile ale variabilelor de intrare, ci numai 
pentru cele necesare. Un exemplu de astiel de decodificator este prezentat 
în figura 1.43. Acest circuit servește la decodificarea cifrelor zecimale codifi- 
cate în binar, conform tabelului 1.16. 
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Tabelul 1.16 Fig, 1.44 


Codificatoare 

Circuitele codificatoare realizează o operaţie inversă în raport cu circui- 
tele decodificatoare. Astfel, variabilele de la bornele de intrare ale acestor 
circuite nu capătă toate combinaţiile de valori posibile, deoarece atunci cînd 
o variabilă are valoarea „|“, celelalte variabile nu pot avea decît valoarea „0“. 
Rezultă, deci, că numărul de combinaţii ale variabilelor de intrare este egal 
cu numărul variabilelor de intrare. Pentru fiecare dintre aceste combinaţii 
se obține Іа bornele de ieșire o combinaţie de valori care reprezintă codul 
semnalului de la intrare. Un circuit codificator este compus din mai multe 
circuite SAU, cîte unul pentru fiecare bornă de ieşire, Fiecare circuit SAU 
are mai multe intrări. În figura 1.44 este prezentat un circuit со саг саге 
codifică în binar cifrele 0, 1, ..., 9. Codul considerat pentru fiecare cifră 
este indicat în tabelul 1.17. Se observă că borna de intrare corespunzătoare 
cifrei 0 nu este legată cu alt circuit, deoarece codul necesar este format din 
valorile 0 pentru toate bornele de ieşire. 


Sumatoare 

Unul dintre circuitele cele mai importante ale unui calculator electronic 
il constituie sumatorul. Acest circuit participá la 
efectuarea operaţiilor aritmetice. Este cunoscut 
că numerele cu care lucrează un calculator elec- 
tronic sînt de obicei reprezentate în baza de 
numerație 2. 

Adunarea a două numere binare (în baza 2) 
se efectuează conform regulilor obişnuite, cifră 
cu ciîră. Un circuit sumator este realizat pe baza 
circuitului sumator elementar. Circuitul sumator 
elementar efectuează adunarea a două cifre 
binare. Rezultatul adunării este alcătuit din 
două cifre binare: o cifră a sumei si o cifră 
transport care trebuie adunată la cifrele coloa- 
nei alăturate din stînga. Aceasta înseamnă că 
în realitate un circuit sumator elementar va Tabelul 1.17 
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a bt 8 (cîte o cifră de la cele două numere si cifra transport 
de la coloana precedentă). 
Notînd cu a și b cifrele celor doi operanzi, cu 
1 cifra transport de la coloana anterioară, cu s 
cifra sumei si cu Ё cifra transport către coloana 
următoare, se poate alcătui tabelul 1.18, "Ti 
Putem deci considera s si Г ca funcţii booleene | 
de a, b si f. Diagramele celor două funcţii sint 
indicate în figura 1.45, iar în figura 1.46 se pre- | E "TÉ шоо 
zintá o diagramă comună pentru cele două funcții. шоо різ | 
Din diagramele Veiteh-Karnaugh se pot deduce : : " : Е 
| ————————— expresiile booleene simplificate ale celor două | е dn sumator elementar poate fi reprezentat ca orice circuit 
Tabelul 1.18 funcţii : ogic (fig. 1.48). 


trebui să efectueze adunarea a trei се binare | 84 
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Un sumator pentru numere binare cu 7 cifre este alcătuit din n sumatoare 


s = übt -+ 0 + abi + abt și elementare, care adună fiecare cîte o cifră. Circuitele sumatoare elementare 
2 sînt interconectate pentru a-și transmite reciproc cifrele de transport res- 
| = ab + at + И. pective. Schema unui sumator pentru patru cifre binare este prezentată în 
| Folosind aceste expresii, un sumator elementar are schema prezentată figura 1.49. Un astfel de sumator este denumit sumator paralel, deoarece 
în figura 1.47. cifrele celor două numere sînt introduse simultan. 
Dacă este memorată cifra transport, atunci un singur sumator elementar ! 


poate îi utilizat (în mod repetat) pentru calculul tuturor cifrelor rezultatului. 
Un astfel de circuit, denumit sumator serie, nu mai constituie însă un cir- 
cuit combinaţional, ci un circuit secvențial, iar realizarea fizică a sa este 
mai complicată decît a sumatorului paralel. 


1.5.5. Realizarea practică а circuitelor logice 


Circuitele logice elementare sînt realizate practic utilizînd elemente de 
circuit obişnuite : rezistențe, condensatoare, diode, tranzistori. Există diferite 
scheme de circuite electrice care realizează funcţii booleene. 

Vom prezenta cîteva exemple de scheme simple care realizează operaţiile 
booleene elementare. În cazul acestor scheme se presupune că valoarea logică 0 
este reprezentată de o tensiune de 0 V, iar valoarea logică 1 de o tensiune de 
5 --4 V. 

În figura 1.50 este prezentată schema unui circuit SI. Analizind funcţionarea 
circuitului, se observă că dacă una dintre bornele de intrare are tensiunea 0 У, 
dioda corespunzătoare se află in stare de conducţie, astfel că borna de ieşire 
are de asemenea tensiunea 0 V. Deci, borna de ieșire va avea tensiunea de 4-4 V 
Fig, 1.45 numai dacă toate bornele de intrare vor avea de asemenea o tensiune de +4 V, 
toate diodele fiind astfel blocate. 

În figura 1.51 este indicată schema unui circuit SAU. In acest caz, oricare | 
dintre bornele de intrare ar avea tensiunea de +4 V, dioda respectivă ar fi în | 
сопансйе, astfel că la borna de ieșire s-ar obține tensiunea de +4 V. Tensiunea 
de la borna de ieșire este 0 numai dacă la toate bornele de intrare tensiunea 
A este 0. | 

Circuitul din figura 1.52 realizează funcţia de complementare (circuit logic 
NU). Conform principiilor de funcționare ale unui tranzistor, dacă tensiunea | 
de intrare este +4 V, tranzistorul se află în stare de conducţie, astfel că tensiunea | 
de ieșire este 0 V, iar dacă tensiunea de intrare are valoarea de 0 V, tranzistorul 
este blocat, astfel că tensiunea de ieșire este de +4 V. 
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Se pot realiza cu uşurinţă circuite logice universale cuplînd un circuit NU 
cu un circuit SAU şi respectiv cu un circuit ŞI. Se obțin astfel scheme pentru 
un circuit NU-SI (fig. 1.53) si pentru un circuit NICI (fig. 1.54). 

Tehnica de calcul modernă folosește așa-numitele circuite integrate pentru 
realizarea funcţiilor booleene. Circuitele integrate sint de о mare varietate. De 
obicei au un număr mare de borne (14, 16 sau 32). Unele circuite integrate 
realizează funcții simple, elementare. Insă, datorită numărului mare de borne, 
un circuit integrat poate conţine mai multe circuite logice elementare indepen- 
dente. Există însă circuite integrate care realizează funcții complexe, cum ar fi 
codificatoare sau decodificatoare. De asemenea, există circuite integrate care 
au funcțiunile unor circuite secvențiale, avînd si posibilitatea de a memora 
valoarea unor semnale. 


1.5.6. Exerciţii 


1. Sá se găsească expresiile funcțiilor realizate de circuitele cu contacte din figura 1.55, 

. Sá зе simplifice si să se traseze schemele circuitelor care realizează aceleaşi funcţii, con- 
form expresiilor simplificate. 

. Să se alle expresiile funcţiilor realizate de circuitele din figura 1.56. 


nN 
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Fig. 1.56 
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b 
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0 0011 
1 01 0 0 
2 01 0 1 
3 01 1 0 
4 O0 1 1 1 
5 l 4 0 0 
6 10 0 1 
7 10 1 0 
8 1 О 
9 11 0 0 
с 
Fig. 1.57 Tabelul 1.19 


. Să se simplifice funcţiile realizate de circuitele din figura 1.57 şi să se traseze schema 


circuitelor care realizează aceleași funcţii, conform expresiilor simplificate, 


. Corespunzător codului prezentat în tabelul 1.19, să se deseneze schema unui circuit 


a) decodificator ; 
b) codificator. 


„ Să se proiecteze un circuit logic care pentru trei semnale de intrare să indice prezența 


unui număr impar dintre acestea. 


„ Să se proiecteze un circuit logic cu trei borne de intrare, care să producă un semnal de 


ieșire egal cu valoarea majorității semnalelor de intrare. 

Să se conceapă un circuit logic cu patru borne de intrare. Două borne de intrare Di, Da 
sînt considerate borne de date, iar celelalte două С,, C, sînt considerate borne de control. 
Dacă ambele intrări de control au valoarea 0, ieşirea trebuie să aibă o valoare egală cu 
produsul logic al celor două intrări de date. Dacă ambele intrări de control au valoarea 1, 
atunci valoarea semnalului de ieșire trebuie să fie egală cu suma logică a semnalelor 
celor două intrări de date. Dacă numai o intrare de control are valoarea 1, atunci valoa- 
rea semnalului de la ieşire trebuie să fie egală cu valoarea semnalului de la intrarea de 


date corespunzătoare (D, pentru C, şi 2, pentru Су). 


|. GRAFURI NEORIENTATE N 


11.1. Noţiuni де bază 


Un graf neorientat G este o pereche ordonată de mulțimi (X, U), unde X 
este o mulțime îinită, iar U este formată din perechi neordonate de elemente, 
din X. Putem considera deci că U este o familie de submultimi cu două elemente 
din mulţimea X. Vom nota G — (X, U). 

Mulțimea X se numește mulțimea virfurilor sau a nodurilor gratului G si 
mulțimea U se numește mulțimea muchiilor gratului G. O muchie fiind un ele- 
ment din U, ea este o submulțime cu două elemente din X, deci are forma 
ix yj, unde x, y e X. 

Vom nota muchia (x, y} prin [x, y] și vom spune că ea unește vírfurile x 
şi y. Deci notaţiile (х, y] si [y, x] reprezintă aceeași muchie ; vîriurile x si y se 
numesc extremitățile acestei muchii. 

Dacă (х, y] = U vom spune că vîriurile x si y sînt adiacente în graful С, 
iar virfurile x si y sînt incidente cu muchia [x, y]. 

Deci un graf С poate îi considerat ca o mulţime de vîrfuri, dintre care unele 
sînt unite două cîte două prin muchii. 

Un graf С poate fi desenat în plan reprezentînd virfurile sale prin puncte 
Я muchiile prin linii care unese anumite perechi de vírfuri. 


Astfel graful б = (X, U), unde X = (1, 2, ..., 14} si U = {[1, 2], [1, 3], [2, 4], [3, 4], 
[4, 5], [5, 6], (5, 7], [5, 8], [9, 14], [10, 14], [11, 14], [12, 14], (13, 14]), se reprezintă ca în 
figura ILI. 


De exemplu vîrful 4 este adiacent cu virfurile 2, 3 şi 5, vîrful 8 este adiacent cu virful 5 
iar vîrful 14 este adiacent cu vírfurile 9, 10, 11, 12 si 13. 


Gradul unui vîrf x este egal, prin definiţie, cu numărul muchiilor incidente 
cu vîrful x si se notează cu d(x). 


De exemplu, pentru graful din figura 11.1 obţinem: 

4(1) = d(2) = d(3) = 2; d(4) = 8; d(5)= 4; 4(6) = d.) = 4(8) = 1. 
Un vîrf cu gradul egal cu 1 se numește vîrf terminal al grafului. Pentru graful 
din figura 11.1, vîrfurile 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 sînt уши terminale. Un 
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9 «92 
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Fig. IL1 
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vîri care are gradul egal cu zero, deci care nu mai este adiacent cu nici un alt 
vîrf al graiului, se numeşte vîrf izolat. Graiul din figura 11.1 nu contine vírfuri 
izolate. 

Există o relaţie simplă între suma gradelor vîriurilor unui graf și numărul 
de muchii, dată de propoziția următoare : 


Propozitie. Dacă graful G are m muchii şi virfurile xy, ..., Xm există relația: 


X d(x) = 2m. 
1-1 
Demonstraţie. Fiecare muchie [x, y] а gralului С are două extremități x si y, 
ea contribuind cu o unitate si la d(x) si la d(t). 
Deci suma gradelor graiului este egală cu dublul numărului de muchii. 
În particular, suma gradelor este un număr par. De aici mai rezultă urmă- 
torul corolar. 


Corolar. Pentru orice graf G numărul virfurilor de grad impar este par. 


Demonstraţie. Să notăm си S, suma gradelor pare si cu S, suma gradelor impare 
ale vîrfurilor grafului G. 

Conform propoziției demonstrate putem scrie S, + S, = 2m. Să presupu- 
nem, prin reducere la absurd, cá numărul vîrfurilor de grad impar ale lui б 
este un număr impar. În acest caz S, este un număr impar. Însă S, este un 
număr par, deoarece fiecare termen din suma care îl definește pe S, este număr 
par. Am ajuns astfel la o contradicție și anume suma dintre un numár par, 5, 
Я un număr impar, 5,, este un număr par, egal cu 2rn. 

Rezultă că presupunerea făcută nu este adevărată, deci proprietatea este 
demonstrată. 

Pentru graful din figura IL1 există 10 virfuri de grad impar si anume: 
4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14. 

Un graf parțial al unui grai G == (Х, (Л, este un grai б, = (Х, И) care are 
aceeași mulțime de virfuri cu G, iar V С U. Deci, ип graf parțial al lui С este G 
însuşi sau se obține din G prin suprimarea anumitor muchii ale lui G. 

Un subgra[ al unui graf G = (X, U) este prin definiție un graf H = (Y, V), 
unde Y C X iar muchiile din mulțimea V sînt toate muchiile din U care au 
ambele extremități în mulţimea de vîrfuri Y. 

Deci un subgraf H al unui grai G este graful С însuși sau se obține din G 
prin suprimarea anumitor virfuri si a tuturor muchiilor incidente cu acestea. 

Vom spune cá subgraiul Н este indus sau generat de mulțimea de vírfuri Y. 


Astfel, subgraful grafului G din figura 11.1, indus de mulţimea de virfuri Y = (1, 2, 3, 4, 
5, 7) este desenat în figura 11.2. 


Un grai parţial al grafului din figura 11.2, obţinut din acesta prin suprimarea muchiilor 
[1, 3], [3, 4] şi [4, Б] este desenat în figura 11.3. 


Spunem că graiul din figura 11.3 este un subgraf parţial al grafului din figura 11.1. 
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Un graf cu n virfuri pentru care oricare două vírfuri sînt adiacente se nu- 
meste graf complet cu n virfuri si se notează prin К». 

In figura 11.4 este reprezentat graful Ks. 

Deoarece pentru graful K, oricare două vírfuri sint adiacente, rezultă cá 
numărul m de muchii ale acestui graf este egal cu numărul submultimilor. cu 
2 elemente ale unei mulţimi cu n elemente, adică m = Сё, 


Un graf G se numește bipartit dacă există o partiție a mulțimii virfurilor : 
XAU Xa Ауа л. 


astfel încît fiecare muchie a grafului unește un vîrf din X, cu un vîrf din X}. 


Dacă X; are p elemente, X, are q elemente si oricare vîrf din X, este adia- 
cent cu toate virfurile din X,, graful se numește bipartit complet 51 se notează 


3 


prin Kp Ога Кз, а este desenat în figura 11.5. 

Deoarece fiecare vîrf x = X, are gradul d(x) = 9, rezultă că numărul de 
muchii ale graiului K este egal cu pg. 

Un lanț este un șir (succesiune) de virfuri : 


L = [Xo; Kis ээ, х] 


cu proprietatea că oricare două vîriuri vecine sînt adiacente, adică [xo x,], 
DG, 5], ..., [хь x,] € U. Viriurile x, si x, se numesc extremitățile lanfului L, 
iar numărul r se numește lungimea acestui lant. Dacă virfurile xy, Хү, ..., x, 
sint distincte două cîte două, lanțul L se numeşte elementar. 


Pentru graful din figura 11.1 următoarele şiruri de vírfuri sint lanţuri : 
== [1, 2, 4, 5, 6], L= [4, 5, 8, 5, 6, „= [9, 14, 10], 
L5 10; 14, 11 (12954801 


Lanfurile Lı și Le sint lanţuri elementare, deoarece conțin numai virfuri 
distincte două cîte două. Un lanţ L = (Ху, ..., х„] poate îi interpretat ca traseul 
unei deplasări pe muchiile grafului în ordinea [Xo х1], (Ху Xs), .- [Xr 5]. 
De aceea lanțul L de extremităţi хо și x, se mai spune că este un lanț de la xo 
la x, sau de la x, Іа хо. Lungimea lanţului L este; deci numărul de parcurgeri ale 
muchiilor grafului G. 

Dacă x = x, si toate muchiile (Хо, х1], [Xn xs]; .--, [Xn xr] sînt distincte 
două cîte două, lanţul L se numește ciclu. Dacă toate virfurile ciclului, cu ex- 
cepția primului și a ultimului viri, sînt distincte două cîte două, ciclul se nu- 
mește elementar. 
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Astfel, lanţul 2, este un ciclu elementar care trece 


2 
prin vîriurile 1, 2, 4, 3. 
4 Lanţurile (4, 5, 4] sau (1, 2, 4, 5, 4, 3, 1] nu sint ci- 
3 cluri deoarece folosesc de mai multe ori aceeaşi muchie. 
! Pentru graful din figura 11.6 obținem trei cicluri ele- 
mentare ; 
6 5 C, [1, 2, 3, 1], С, = [1, 4, 5, 1] si С. [1, 6, 7, 1]. 
7 Deoarece nu contează sensul de deplasare pe fiecare muchie, 
aceste cicluri pot fi scrise si sub forma : : 
Flg. 11.6 


Сүг | 83:52:41 :С:5541 са П. 621], 
sau alegînd alte virfuri ca primele virfuri în scrierea ciclului. De exemplu : 
C= [2, 1, 3, 9] sau C, [2, 3, 1, 2]. 


Ciclul C, = [1, 2, 3, 1, 4, 5, 1] nu este elementar, deoarece vîriul 1, care este prim şi ultim 
vîrf, se mai repetă o dată în acest şir. 


Un graf G se numește conex dacă pentru orice pereche de vîrfuri (x, yj cu 
x # y, există un lanț de la x la y. 


Graiul G din figura 11.1 nu este conex, deoarece nu există пісі un lanţ între un virt din 
mulţimea X, = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) şi un vîrf din mulţimea Х, = (9, 10, 11, 12, 13, 14}. 
Fiecare din mulțimile X, și X, induc un subgrai conex al grafului G. 


Aceste două subgrafuri conexe se numesc componentele conexe ale вгайшш G. 

În general, o componentă conexă C a unui graf G se defineşte ca fiind un 
subgraf conex al lui G care este maximal în raport cu această proprietate, adică 
nu există nici un lanț al lui G care să unească un vîrf din C cu un vîrf care nu 
aparține lui C. 

Pentru graiul G din figura 11.1 mulțimea de уїгѓигі (6, 7, 8) nu induce о componentá 
conexă deoarece пи induce un subgraf conex. Mulțimea de унии Y = (9, 10, 14} care induce 
un subgraf conex nu formează o componentă, deoarece nu este maximalá în raport cu această 
proprietate. Într-adevăr, există de exemplu muchia (14, 13] care unește virful 14 din Y cu 
vîriul 13 care nu aparţine lui Y. 

Graiul din figura 11.2 este conex, iar graful din figura 11.3 are trei componente conexe : 
una este formată din vîrful izolat 3, alta este formată din vîriurile 1, 2, 4 si cea de a Ш.-а аге 
virfurile 5, 7. 


Exemple 


1. În figura 11.7 este reprezentată o parte a schemei căilor ferate din fara noastră. 

Acest desen este un graf, virfurile sale reprezentînd nodurile de cale ferată, iar muchiile 
reprezentînd legăturile directe pe calea ferată dintre două noduri. Dacă cunoaştem distanţele 
în kilometri asociate fiecărei muchii, ne putem pune problema găsirii celui mai scurt traseu 
pe calea ferată între două localităţi. 

Acesta va corespunde unui lanţ elementar în graful din figura 11.7, care uneşte cele două 
localităţi şi pentru care suma distanțelor asociate muchiilor este minimă. 

O excursie în circuit care trece o singură dată prin anumite localităţi, întorcîndu-se їп loca- 
litatea de pornire, va corespunde unui ciclu elementar în acest graf, 
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2. Vom considera acum un exemplu din fizică Я anume calcului intensităţilor curenților 
care trec prin ramurile unei reţele electrice, ca cea din figura 11.8. 

Pentru a rezolva această problemă, cunoscind schema reţelei, tensiunile electromotoare 
Я valorile rezistenfelor, se scriu legile lui Kirchhoff relative la noduri Я la ochiuri de reţea. 

Fácind abstracţie de elementele de circuit care se găsesc pe laturile ‘schemei putem desena 
această reţea sub forma grafului din figura 11.9. Nodurile reţelei vor corespunde vîriurilor gra- 
fului din figura 11.9, iar ochiurile de reţea vor corespunde ciclurilor elementare ale acestui graf. 

Fizicianul Kirchhoff a studiat, la mijlocul secolului trecut, reţelele electrice cu matode 
care aparţin astăzi teoriei grafurilor, contribuind la dezvoltarea acestei teorii. 

3. Formulele de structură ale substanţelor chimice sînt grafuri pentru care legăturile dintre 
viriuri corespund legăturilor dintre grupările sau atomii care compun molecula. 

Astfel, apa are molecula reprezentată în figura 11.10.а, acetilena are formula de structură 


în figura 11.10.b, molecula de benzen este reprezentată în figura 11.10.с, iar cea de glucoză 
în figura 11.10.4. 
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În figurile 11.11.а — Н.11.4 aceste formule de structură au fost reprezentate sub formă 
de grafuri pentru care vârfurile sînt atomii (respectiv grupările) din moleculă, muchiile reprezen- 
tînd legăturile lor chimice. 

Graiurile din figurile IT.11.b si П.11.е nu sînt grafuri în sensul definiției 
date, deoarece între anumite perechi de vîriuri există mai multe muchii. 

Un astfel de graf cu muchii multiple se numește multigraf. 

Intr-un graf sau multigraf care este desenul moleculei unei substanţe, gradul 
unui vîrf este tocmai valența atomului (grupării) respective. 

În figura 11.12 sînt reprezentaţi cinci izomeri ai compusului organic numit ciclooctatetrená, 
care are formula C,H,. Fiecare din cele cinci multigrafuri conţine cite trei muchii duble şi şase 
muchii simple, în vîrfurile acestora găsindu-se gruparea CH, de valență egală cu trei. Din acest 
motiv îiecare vîrf este incident cu exact trei muchii, deci are gradul trei. 

Aceşti izomeri pot trece unii în alţii prin acţiunea diferiților factori exteriori şi enumerarea 
tuturor izomerilor posibili, deci a tuturor multigrafurilor cu un număr fixat de vírfuri, toate 
avînd gradul trei, poate da sugestii despre obţinerea lor în laborator. 


Probleme 


П.1.1. Să se determine lanţurile elementare dintre virfurile 1 şi 7 ale grafului din figura 11.13 

IL1.2. Dacă un graf G nu conţine cicluri, orice lant care nu foloseşte de mai multe ori o aceeaşi 
muchie este elementar. 

П.1.3. Un graf G cu n virfuri are m muchii astfel încît să aibă loc inegalitatea : 


mes Ca, 
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Să se arate cá G nu are virfuri izolate, 
11.1.4. Un graf G are n virturi şi p componente conexe. Să se arate cá numărul m al muchiilor 
grafului G verifică inegalitatea : 


2 
m Съ. 


Să se indice pentru ce grafuri această inegalitate devine egalitate. 
II.1.5. Să se arate că orice gral conține cel puţin două virturi care au acelaşi grad. 
1.1.0, Două grafuri G = (X, U) si H = (Y, V) se numesc izomor[e dacă există o bijectie: 


px Ry 


astfel încît [х, y] = U dacă Я numai dacă [f(x), f(y)] = V. Deci două grafuri izomorfe 
au acelaşi număr de vîrfuri şi se obţin unul din celălalt printr-o renumerotare a vir- 
furilor. Sá se arate că grafurile din figura 11.14 sînt igomorfe. Aceeaşi problemă pentru 
grafurile din figura 11.15. 

1.1.7. Fiind dat un graf G= (X, И), complementarul său б = (X, E) se defineşte ca fiind 
graful cu aceeaşi mulţime X de viriuri, două virfuri fiind adiacente în G dacă şi numai 
dacă ele nu sînt adiacente în G. 
De exemplu unul din cele două grafuri din figura 11.14 este complementarul celuilalt, 
Să se arate că dacă G nu este conex, atunci complementarul său G este conex. 


Să se calculeze numărul grafurilor cu n virfuri date: Хү БОЛОХ 
Pe mulţimea X а virfurilor unui graf G == (Х, U) se introduce următoarea relaţie 
binară ; 


Spunem că x este în relaţie cu y şi scriem x ~ y dacă x = y sau există un lanţ de extre- 
mitäți x si y. Să se arate că această relaţie binară este o relație de echivalență şi clasele 
acestei echivalenje sînt mulțimile de virfuri ale componentelor conexe ale grafului. 
П.1.10. Fie G un graf care nu conţine cicluri elementare de lungime pará. Sá se arate cá G con- 
fine un vîrf x de grad d(x) < 2. 
IL1.11. Să se găsească toate subgrafurile complete cu 3 virluri ale grafului din figura 11.16. 


Fis. ILIS Fig.. 11.16 


сл 
сл 


11.2. Grafuri hamiltoniene 


Un ciclu elementar al unui graf G care trece prin toate vîriurile grafului se 
numeşte ciclu hamiltonian. 

Un graf G care are un ciclu hamiltonian se numește graf hamiltonian. 

Originea acestui termen se găsește într-un joc inventat în anul 1857 de ma- 
tematicianul William Hamilton. Partea sa principală era un dodecaedru regulat 
făcut din lemn (fig. 11.17). 

Acesta este un poliedru cu 12 fefe care sînt toate pentagoane regulate, iar 
în fiecare din cele 20 de vírfuri se întîlnesc cite З muchii. Fiecare vîrf al dode- 
caedrului lui Hamilton era marcat cu numele unui oras. Jocul consta in găsirea 
unui drum de-a lungul muchiilor dodecaedrului саге să treacă prin fiecare din 
cele 20 de oraşe exact o dată si să se întoarcă în orașul din care a plecat. 

Pentru a ușura memorarea trecerilor efectuate, în fiecare viri al dodeca- 
edrului era cîte un cui cu o floare mare, astfel încît în jurul acestor cuie putea 
să se întindă un fir care să indice drumul parcurs în această călătorie ima- 
ginară în jurul lumii. 

Problema revine la găsirea unui ciclu hamiltonian în graful format cu vîr- 
furile si muchiile dodecaedrului. Acest graf este hamiltonian, un ciclu hamilto- 
шап în reprezentarea plană a grafului dodecaedrului fiind desenat cu linii 
îngroșate în figura 11.18. 

O problemă mai generală este aceea а voiajorului comercial, care are urmă- 
torul enunț: Un voiajor comercial trabuie să prezinte în п orașe produsele 
fabricii pe care o reprezintă, după care se întoarce în orașul din care a plecat. 
Cunoscîndu-se costul deplasării între oricare două dintre cele n orașe, se cere 
să se determine un traseu care să viziteze o singură dată cele n orașe si care 
să aibă un cost total minim. 

În termenii teoriei grafurilor, problema revine la determinarea unui ciclu 
hamiltonian în graful complet K, ale cărui vírfuri reprezintă cele n orașe, 
pentru care suma costurilor asociate celor п muchii ale ciclului să Не minimă. 


Pentru a rezolva practic această problemă ar trebui definit un algoritm eficient de rezolvare. 

Deşi această problemă а fost mult studiată, nu a fost descoperit pînă în prezent un algo- 
ritm eficient de rezolvare şi nici nu se cunoaşte dacă poate exista un astfel de algoritm pentru 
găsirea unui ciclu hamiltonian de cost minim. 


Ciclurile hamiltoniene în grafuri particulare au fost de fapt studiate cu 
mult înainte ca Hamilton să fi propus jocul său. 


Fig. 11.17 Fig. 11.18 
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Fig, 11.19 


În special jocul calului pe o tablă de şah a fost analizat de Euler în anul 1759. 

Acest joc cere să se găsească un ciclu hamiltonian în graful cu 64 de virfuri 
care reprezintă cele 64 de pătrate ale unei table de şah şi pentru care două vírfuri 
sînt adiacente dacă un cal de pe tabla de зай poate sări în L de pe un pătrat 
pe celălalt. In figura 11.19 sint reprezentate două soluţii ale acestui joc. 

Teorema următoare ne dă o condiţie suficientă pentru existenţa unui ciclu 
hamiltonian. 
Teoremă. Dacă G este un graf cu n > 3 virfuri astfel шей gradul oricărui virf x 
verifică inegalitatea : 

dix) > Ë, 
(x) 2 


rezultă că G este hamiltonian. 
Demonstraţie. Vom гајіопа prin reducere la absurd. Să presupunem deci că 


и " nas : 38. А CA 
pentru orice vîrf x avem d(x) > E. si G nu contine nici un ciclu hamiltonian. 


Vom adăuga muchii între perechi de vírfuri neadiacente atit timp cît aceasta 
este posibil, fără ca în graful astfel obţinut să existe un ciclu hamiltonian. Se 


obţine astfel un graf Н cu proprietatea că d(x) > * pentru orice vîrf x, deoa- 


rece prin adăugarea de muchii gradele vîrfurilor cresc. În plus, pentru orice 
pereche de vîrfuri neadiacente x și y, prin adăugarea muchiei [x, y] se creează 
un ciclu hamiltonian care folosește muchia (х, y]. Deci în graful H există ип 
lanţ elementar de extremități x si и: 

L m [Xa Xa зз) Xa]: 
unde x, = x, x, = y si virfurile xı, ..., x, sînt toate cele n vîriuri ale grafului Л. 

Este clar că există măcar o pereche de vîriuri ncadiacente x, y în graful H, 
deoarece în caz contrar Н = K, și graful complet cu n vîrfuri este hamiltonian- 

Să notăm d(x) = și Не xi, Xip +° X unde (-02«1,-... < în 
virfurile adiacente cu virful x. 

Deoarece H nu este hamiltonian, rezultă cá y nu este adiacent cu nici unul 
din vîriurile x; i, ..., Xin Într-adevăr, în caz contrar rezultă cá x este adia- 
cent cu un үй x, și y este adiacent cu x, ,, ceea ce ar produce un ciclu hamil- 
tonian în Н. Acest ciclu este desenat cu linie îngroșată în figura 11.20. 


Xj ^2 12) i А-1 Xn 


Fig. 11.20 
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Însă această proprietate contrazice ipoteza făcută că Н nu este hamiltonian. 
Deci dintre cele n — 1 virfuri: x, ..., Xa- УНИИ x, = y nu este adiacent cu 
cel puțin & virfuri, adică : 


diu) = ne DS ben 


deoarece in graful H avem d(x) = k e. 


Am obținut deci d(y)« 20 ceca ce contrazice proprietatea d(y) > A 


, 


valabilă pentru orice virt din H. Deci am demonstrat prin reducere la absurd 
că Н este hamiltonian. 


Probleme 


11.2.1. Conţine unul din cele două grafuri din figura 11.15 un ciclu hamiltonian ? 
Dar graful din figura 11.21? 


IK 


Ул 
X. 
A 


Eig 11:21 Fig. 11.22 


11.2.2. Un delegat al unei întreprinderi din orașul A trebuie să meargă în orașele B, C, D şi E 

şi apoi să se întoarcă în oraşul A. 
Cunoscînd costurile deplasării dintr-un oraş în altul, care sînt numerele asociate muchiilor 
graiului din figura 11.22, să se determine succesiunea de orase pentru care costul total 
al deplasării să fie minim, ştiind că 
sosirea în oraşul B este mai urgentă 
decît sosirea în orașul D. 

11.2.3. O maşină poştală trebuie să plece de 
1а oficiul poştal Р, să videze 11 cutii 
postale şi să se reîntoarcă la oficiul P. 
Cele 11 cutii sînt reprezentate ca 
vîrfuri ale grafului din figura 11.93, 
iar distanţele dintre cutii sînt repre- 
zentáte prin numere în cerculete 
asociate muchiilor acestui graf, care 
la o cutie la alta. Să se găsească un 
ciclu hamiltonian în acest graf, care 
să corespundă unui traseu al maşinii 

Fig. 11.23 poșiale de lungime totală minimă. 
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11.2.4. Să se arate că numărul ciclurilor hamiltoniene ale graiului complet K, cu n > 3 vírfuri 
este egal cu 


(ИА 
2 


11.2.5. Să se arate că numărul ciclurilor elementare ale grafului complet K, este egal си: 


n 
1 n(n — 1)...(n — k -+ 1) 
2 k 


k=3 


pentru orice n > 3, 


11.3. Grafuri euleriene 


Un ciclu al unui graf G care conţine toate muchiile lui 0 se numeşte ciclu 
eulerian. Un graf G care are un ciclu eulerian se numeşte graf eulerian. 

Din definiţia unui ciclu toate muchiile pe саге acesta le conţine sînt distincte 
două cîte două. Deci pulem spune că un ciclu hamiltonian trece о singură dată 
prin toate vîriurile unui graf, în timp ce un ciclu eulerian trece о singură dată 
prin toate muchiile unui graf. 

Ciclurile euleriene isi trag denumirea de la numele matematicianului Leonard 
Euler care în anul 1736 a caracterizat grafurile care au un astiel-de ciclu. Euler 
a fost condus la această problemă de jocul celor 7 poduri din orașul Kaliningrad. 
Cele 7 poduri sint desenate in figura 11.24 si problema era următoarea : 

Se poate realiza o plimbare peste toate cele 7 poduri, trecînd o singură dată 
peste fiecare pod ? 

Am reprezentat cele 4 regiuni Л, B, C, D şi cele 7 poduri а, b, c, d, e, f, g 
ca virfuri ale grafului din figura 11.25, muchiile grafului reprezentind :posi- 
bilităţile de trecere de pe un та! pe un pod sau reciproc. ; 

Problema celor 7 poduri аге o soluție dacă există un ciclu eulerian pentru 
graiul din figura 11.25. Un astfel de ciclu la fiecare trecere printr-un virf utili- 
zează două muchii, care nu mai pot fi folosite pentru o nouă trecere. Existenţa 
unui ciclu eulerian pentru acesi graf este imposibilă, decarece, de exemplu, 
gradul virfului D este egal cu 3. 

Га o primă trecere prin D sînt utilizate două din cele trei muchii, о nouă 
trecere fiind deci imposibilă si una din muchiile incidente cu D rămîne nefolosită. 
Această observaţie simplă ne conduce la următoarea caracterizara a grafurilor 
euleriene : 


Fig. 11.24 Fig. 11.25 
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Teoremá. Un graf G fără virfuri izolate este eulerian dacă şi numai dacă este conex 
şi gradele tuturor virfurilor sale sint numere pare. 
Demonstrație. Să presupunem că graful G nu are virfuri izolate si conţine un 
ciclu eulerian. Fie x, y două virfuri oarecare ale lui G. Dacă x si y sînt adiacente, 
rezultă că există un lanț de lungime egală cu unu între x și y. În caz contrar, 
deoarece С nu are унии izolate, există două muchii u și v astfel încît u este 
incidentă cu x și и este incidentă cu у. G fiind eulerian, există un ciclu care 
trece prin u 51 о, deci prin vîrfurile x si y. Rezultă cà x si y sînt unite printr-un 
lanț, deci С este conex. 

Dacă ciclul eulerian este (Ху, Xa, ..., Xm Ху] Я dacă vîrful x apare de Ё ori 
în şirul Ха, Ха, ..., Хур, rezultă d(x) = 2k, deoarece fiecare trecere printr-un vîrf 
utilizează două muchii. Deci toate gradele virfurilor lui С sînt numere pare. 


Pentru a demonstra suficiența condiţiei, să presupunem că graful G nu are 
virfuri izolate, este conex si are gradele tuturor víriurilor numere pare. Sá 
arătăm că G conţine un ciclu eulerian. Să presupunem, prin reducere la absurd, 
că G nu conţine un ciclu eulerian. Deci sau G nu conţine cicluri, sau conţine numai 
cicluri care nu parcurg toate muchiile lui С. Fie C un ciclu al grafului G care 
contine un număr maxim de muchii ale lui С. Vom arăta că presupunerea că С 
nu există sau C nu conține toate muchiile lui С ne conduce la o contradicţie. 


Pentru aceasta vom considera graful parţial Н al lui G obţinut din G prin 
suprimarea tuturor muchiilor parcurse de ciclul C. Deoarece ciclul C foloseşte 
în fiecare vîrf x al lui С un număr par de muchii și conform ipotezei gradele 
virfurilor lui G sînt numere pare, rezultă că gradele tuturor virfurilor lui H 
sînt numere pare, ca diferențe de numere pare. Ciclul C nefiind eulerian, rezultă 
că Н are mulțimea muchiilor nevidá si măcar una din muchiile lui H are in 
comun una din extremităţile sale, fie z, cu ciclul C. Într-adevăr, în caz contrar 
ar rezulta că mulțimea virfurilor parcurse de ciclul C ar forma о componentă 
conexă care nu contine toate virfurile lui б. Însă acest lucru contrazice ipoteza 
făcută că G este conex. Să plecăm din virful z pe muchia lui Н incidentă cu z, 
deplasindu-ne pe muchiile grafului H, fără a trece de două ori pe aceeași muchie. 
Dacă G nu conţine cicluri, obținem Н = G Я alegem pe z un vîrf oarecare al 
lui б. După un număr finit de astfel de deplasări ne vom întoarce în z. Pentru 
a justifica această afirmaţie, să observăm că gradele graiului H fiind numere 
pare, iar fiecare trecere printr-un vîrf utilizînd exact două muchii care nu mai 
pot îi parcurse, rămîn tot un număr par de muchii. Deci odată ajunși în oricare 
virf diferit de z al lui Н mai rămîn un număr impar, deci nenul, de muchii ne. 
utilizate și putem părăsi acel vîrf. Deoarece H are un număr finit de muchii, 

rezultă că după un număr de pași ne reîn- 
toarcem în s. 

Am obţinut astfel un ciclu C, în graiul Н, 
care nu are nici o muchie în comun cu ci- 
clul C. Reuniunea muchiilor lui C si C, ge- 
nereazá un nou ciclu în graful G care conţine 
un număr mai mare de muchii ca C (fig. 11.26). 
S-a ajuns astfel la o contradicție, deoarece 
s-a presupus că C conține un număr maxim 

2 de muchii. Rezultă cá G este eulerian si teo- 
rema este demonstrată, 

Ordinea de parcurgere a muchiilor lui C 
și С, pentru a obține un ciclu mai lung ca С 

Fig. 11.26 este de exemplu următoarea : 


С, 
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Plecăm din z și ne întoarcem în г pe muchiile ciclului С, apoi facem aceeaşi 
operaţie pe muchiile lui C,. Procedeu! constructiv utilizat pentru a demonstra 
suficiența teoremei constituie în acelaşi timp un algoritm pentru a obţine cicluri 
din ce în ce mai lungi, pînă la obținerea unui ciclu eulerian într-un graf conex 
şi cu gradele virfurilor pare. Ciclurile euleriene intervin într-o serie de probleme 
de colectare şi distribuire. Condiţia impusă unui ciclu de a nu parcurge de mai 
i ză а о aceeași muchie se poate iraduce printr-o condiție de lungime minimă 
a traseului. 


Astfel, un postas care pleacă de la un oficiu poștal pentru a distribui corespondenţa pe un 
număr de străzi și se întoarce la oficiu, trebuie să parcurgă un ciclu culerian în graful care ге- 
prezintă reţeaua stradală respectivă, pentru a avea de străbătut un traseu de lungime minimă. 


Probleme 


11.3.1. Să se găsească un ciclu eulerian pentru graful din figura 11.27. 


Fig. 1,27 Fig. 11.28 


11.8.2. Să se indice care este numărul minim de muchii care trebuie adăugate grafului conex 
din figura 11.28 pentru a-l transforma într-un graf eulerian. 

11.3.3. Să se indice cum poate îi transformat graful neconex din figura 11.29 într-un graf eule- 
rian prin adăugarea unui număr minim de muchii. 


| 8 
Б 2 
Е 10 7 
4 5 3 


Fig, 11.29 


11.3.4, Un grai С confine o mulţime de cicluri elementare astfel încît fiecare muchie a lui G 
aparţine exact unuia din aceste cicluri elementare dacă şi numai dacă toate gradele 
vîrfurilor lui G sînt numere pare. 

IL3.5. Fie С un graf conex și х Я y două virfuri distincte alelui G. Să searatecă există un 

lant de extremităţi x si y care utilizează o singură dată toate muchiile lui G, dacă şi 
numai dacă x Я y sînt singurele virfuri de grad impar ale grafului. 
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р 1.4. Arbori 

1 3 

м. ТА Un graf conex și fără cicluri se numește arbore. În figura 
Tw 11.30 este desenat un arbore си 10 vírturi. 


Se observă din această figură că oricum am suprima o 
muchie a arborelui se obține un graf neconex care are două 
componente conexe. De asemenea, oricum am uni printr-o 
muchie două vîrfuri neadiacente ale unui arbore se creează un 
ciclu unic. De exemplu, dacă adăugăm muchia (3, 4) apare 
ciclul (2, 3, 4, 2], dacă adăugăm muchia (5, 7] apare ciclul 
d 15, 1, 10, 7, 5] ete. Aceste proprietăţi au loc pentru orice ar- 
5 bore, asa cum rezultă din teorema următoare, 


Fig. 11.30 
Teoremă. Următoarele afirmaţii sînt echivalente pentru un graf G: 

1) G este un arbore. тул эрч 

2) G este un graf conex minimal, adică G este conex şi dacă îi ѕиргітат o muchie 
oarecare [x, y] grajul obținut devine песопех. Зан NR, e ич 

3) G este un graf fără cicluri maximal, adică G nu confine cicluri şi dacă x Si y 
sint două virfuri neadiacente ale lui G, atunci graful obținut din G prin adăugarea 
muchiei (х, y] confine un ciclu. 

Demonstrație. Vom arăta că 1) > 2), 2) = 1), 1) = 3) Я 3) = 1), ceea ce va 
demonstra echivalenfa celor trei proprietăţi ale unui graf. E" Au 

1) = 2). Sá presupunem că are loc 1), adică G este conex și fără cicluri, 
Trebuie arătat că are loc 9), adică prin suprimarea oricărei muchii 001 зе 
obține un graf neconex. Să presupunem prin reducere la absurd că graful G, 
obținut din С prin suprimarea muchiei (2, y] este conex, „deci există un lant 
L == [xy ..., y] de extremități x si y. Dacă se repetă un viri z in șirul care îl 
defineşte pe L, adică 

L= [X; ©з, 2, і, і, кз і, 2, хээ, yl 
vom suprima din lanțul L una dintre apariţiile lui z împreună cu virfurile 
11, .. dz obtinind un nou lant L' de extremități x și у. Continuînd acest procedeu 
vom obține în final un lant elementar de extremităţi x și y în graful G,. Acest 
lant elementar împreună cu muchia suprimată Гх, y] formează un ciclu în 
arborele б, ceea ce contrazice delinitia unui arbore. Deci are loc 2). 

2) = 1). Dacă С este un grai conex minimal, să presupunem prin reducere 
la absurd că G conţine un ciclu [x, 2, ..., г, y, x]. Prin suprimarea muchiei 
(х, y] a acestui ciclu se obţine un nou graf G,. Graful G, este conex deoarece în 
orice lanţ de la u la v în graiul G care folosește muchia (х, 41 putem înlocui 
această muchie prin lanțul L == [x, 2, ..., 2, y] care există în От obţinînd 
un lanţ de la u la v în ога G,. Deci G, este conex, ceea ce contrazice 2). Rezultă 
că G este fără cicluri și este conex, deci G este arbore. um у 

I) = 3). Dacă С este arbore rezultă că G este fără cicluri. Fie x si у două 
virfuri neadiacente ale lui С. Am văzut că există un lant elementar [% Zi Za 4.9 
24, y] de extremităţi x şi y. Deci prin adăugarea muchiei [х, 0] se obține un nou 
grai G, care conţine ciclul [x, 21, ..., гь у, x], adică are loc 3). 

3) = 1). Fie С un graf fără cicluri maximal. Trebuie arătat că С este conex. 
Presupunind că б nu este conex, rezultă existența a două virfuri x și y care apar- 
țin unor componente conexe diferite ale lui G. Prin adăugarea muchiei [х, y] 
se formează un nou graf б, саге nu poate conţine un ciclu (Х, 21, 2, ..., 2737 x]; 
deoarece în acest caz G conţine lanțul [x, z;, ..., Zm y], ceea ce contrazice pre- 
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, 
supunerea cá x si y aparţin unor componente conexe diferite ale lui G. Însă 
acest lucru contrazice proprietatea 3), deci С este conex. Deoarece С este fără 
cicluri rezultă că G este arbore şi are loc 1). Demonstrația este încheiată. 


Un graf parțial H al unui graf С cu proprietatea că H este arbore se nu- 
meste arbore parțial al lui С. 


Corolar. Un graf G confine ип arbore parțial dacă şi numai dacă G este conex. 


Demonstraţie. Pentru a demonstra necesitatea, să observăm că deoarece arbo- 
rele parţial М este conex si С se obţine din Н prin unirea prin muchii a unor 
virfuri neadiacente din H, rezultă că si С este conex. Să arătăm acum cá orice 
grai conex G conţine un arbore parţial М. Dacă С este un grai conex minimal, 
din teorema precedentă rezultă că С este arbore, deci vom lua H = G. În caz 
contrar, există o muchie (х, у| a lui G cu proprietatea că graful parţial G, ob- 
ținut din G prin suprimarea muchiei [*, y] este conex. Dacă С, este un graf conex 
minimal vom lua Н == G,. În caz contrar vom repeta pentru G, procedeul de 
suprimare a unei muchii aplicat lui G s.a.m.d., pînă la obținerea unui graf conex 
minimal, care va îi un arbore parțial al lui G. 

Procedeul descris are un număr finit de рай deoarece graful G de la саге 
pornim are cel mult С? muchii dacă el are n virfuri, iar la fiecare etapă se su- 
primă cîte o muchie a grafului partial obținut în acel moment. 


Propoziția 11.4.1. Orice arbore си n > 2 virfuri confine cel puțin 2 uîrjuri terminale (de gradul 1) 


Demonstraţie. Să presupunem, prin reducere la absurd, că există un arbore A cu n > 2 virfuri 
care are cel mult un vîrf de gradul 1. 


Fie L == |х, zu, ..., гъ, y] un lanţ elementar de lungime maximă al lui A, deci care conţine 
un număr maxim de muchii. Cel puţin una dintre extremităţile lui L, fie aceasta y, are gradul 
d(y) > 2 deoarece A аге cel mult un vîrf de gradul 1. Deoarece y este adiacent cu Zp, rezultă că y 
mai este adiacent cu un vîrf al lui A. Deoarece lanţul L are o lungime maximă, rezultă că у 
пи poate îi adiacent decît cu unul dintre virfurile X, Zi, ..., 251, Ceea ce produce un cielu în 
gralul A. Deoarece A este arbore аш ajuns la o contradicție şi proprietatea este demonstrată. 

Să observăm că arborele din figura 11.30 are 10 virfuri şi 9 = 10 — 1 muchii, Această pro- 
prieiate are loc în general, ава сит ne arată propoziţia următoare : 


Propoziția 11.4.2. Orice arbore cu n virfuri are n — 1 muchii. 


Demonstrația se face prin inducţie după n. Pentru n = 1 există un singur arbore cu un vîri 
şi fără пісі o muchie, pentru n = 2 obţinem de asemenea un arbore unic К, cu 2 virfuri și o 
singură muchie. 

Să presupunem că proprietatea este adevărată pentru orice arbore cu cel mult n үїгїшї 
şi fie A un arbore си n + 1 vîrfuri si m muchii. Conform propoziției precedente, arborele A are 
cel puţin două vîrfuri de gradul 1. Fie x unul dintre acestea şi А, subgraful obţinut din A prin 
suprimarea virfului x şi a muchiei incidente cu x. Deoarece A nu confine cicluri, rezultă că nici A, 
nu conţine cicluri. Vom arăta că în plus graful A, este conex, deci A, este un arbore си n vîriuri. 
Fie и si v două vîriuri diferite între ele si diferite de x ale arborelui A. Deoarece A este conex 
rezultă că există un lant, deci si un lanţ elementar L = [u ..., v]. Dacă muchia incidentă cu x 
este [x, у], rezultă că lanţul elementar nu foloseşte muchia [x, y] pentru că а(х) = 1. ресі L 
este un lant de extremităţi u si v și pentru subgraful Ач, Rezultă că А; este conex. Aplicind 
ipoteza de inducţie pentru A, găsim cá el are un număr de muchii egal си m, — n — 1. Dar A 
confine în plus faţă de A, muchia [х, y], deci A are m == (n — 1) + L= n muchii şi proprie- 
tatea este demonstrată. 


Proprietatea unui arbore de a fi un graf conex minimal face ca arborii să 
intervină într-o serie de probleme de optimizare, cum este următoarea : 
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Problema arborelui parțial minim 


Să considerăm un graf conex G = (X, U) si o funcție с: U — R, care aso- 
ciază fiecărei muchii a grafului G un număr real pozitiv numit costul acelei 
muchii. | | н 

Costul unui grai parțial H = (X, V) al lui С este egal prin definiție cu suma 
costurilor asociate muchiilor lui Я, ceea ce vom nota prin: 

(Н) = Xi c(u). 
nev 2 

Se pune problema determinării unui grai parțial H al lui С care să Не conex 
şi să aibă un cost minim. pci ж 
"Un astfel de graf parţial de cost minim trebuie să Не un arbore partial, 
deoarece arborii sînt singurele grafuri conexe minimale. их: | 

Într-adevăr, dacă Н este un graf parţial de cost minim al lui G si H conţine 
o muchie и = [х, y] а cărei suprimare conduce la un alt grai parţial Hi, conex, 
rezultă са: 

c(H) = «(Н у) -+ с(и) > Н). 

Însă inegalitatea obținută (А) < c(H) contrazice minimalitatea graiului H. 

Rezultă că orice grai parțial de cost minim care este conex este un arbore 
parțial al lui G. Dacă vîriurile graiului G reprezintă de exemplu nodurile unei 
reţele de telecomunicații, iar costul unei muchii reprezintă costul instalării unei 
linii telefonice între cele 2 noduri ale rețelei reprezentate de extremităţile muchiei, 
problema determinării reţelei conexe de cost minim este tocmai problema găsirii 
unui arbore partial de cost minim în graiul care reprezintă rețeaua. ҮР 

Reţeaua de comunicaţii obținută trebuie să fie conexă pentru a facilita 
realizarea de convorbiri telefonice între oricare două noduri ale rețelei, direct 
sau indirect, printr-o serie de noduri intermediare. : "n 

Pentru găsirea unui arbore parţial de cost minim, pe care îl vom numi în 
continuare arbore parţial minim al unui graf conex, prezentăm următorul 
algoritm : 

Algoritmul APM (arbore parțial minim) : 

Fiind dat un graf conex G = (X, U) cu о funcție cost с: U — R}, se alege 
o muchie и cu costul c(u) minim. Dintre muchiile nealese se va selecta mereu 
muchia de cost minim care nu formează cicluri cu muchiile deja alese. 

Aplicarea acestui algoritm se termină cînd se obţine o mulțime de mu- 
chii V, deci un graf parţial Н = (X, V) al lui G cu үе U, cu proprietatea cá 
oricare dintre muchiile rămase ale lui G formează cicluri cu muchiile lui H. 
Deci H este un graf fără cicluri, maximal, cu aceeași mulțime de virfuri ca G. 

Conform teoremei demonstrate rezultă cà H este un arbore parțial al lui G, 

Să aplicăm algoritmul APM pentru graful conex G cu 
6 virfuri din figura 11.31, pentru care costurile muchiilor sînt 
desenate lîngă muchiile respective. 


Alegem mai întîi o muchie de cost minim, de exemplu 
[1, 2) cu costul 2, apoi muchia [1, 4] care are de asemenea un 
* cost minim egal cu 2. In continuare există două muchii dintre 
cele nealese avind costul minim egal cu 3 unităţi şi anume 
12, 3] şi [3, 4]. O alegem de exemplu pe [2, 3]. Muchia rămasă 
de cost minim este [3, 4], dar ea nu mai poate îi aleasă 
deoarece formează ciclul [1, 2, 3, 4, 1] cu muchiile deja 


alese. Alegem de exemplu muchia [1, 6] cu costul 4 şi apoi 
Fig. 11.1 muchia [1, 5] cu costul 4, fără a apărea cicluri formate cu mu- 
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Fie.11.32 Fig. 11.33 Fig. 11.34 


chiile alese. Am obţinut 5 muchii: [1, 2], (2, 3], ГИ, 4], [1, 6], [1, 5], deci am obţinut un arbore 
parţial al grafului G, deoarece propoziția 11.4.2 ne arată că un arbore си n vîriuri are n — 1 
muchii. Se observă uşor că oricum am adăuga o nouă muchie grafului parţial obţinut în fi- 
gura 11.32 apare un ciclu. 

Deci graful din figura 11.32 este un arbore parțial minim, de cost egal cu 15, al graiului 
conex din figura 11.3]. 

Dacă în locul muchiei [1, 6] alegem muchia [5, 6] cu acelaşi cost egal cu 4, obţinem arborele 
minim din figura 11.33. Se mai poate obţine un arbore minim înlocuind muchia [1, 5] prin mu- 
chia [5, 6] pentru arborele din figura 11.39. Se mai obțin trei arbori minimi dacă se înlocuiește, 
pentru îiecare din cei trei arbori obţinuţi, muchia'[2, 3] prin muchia [3, 4] de același cost, egal 
cu 3. Unul dintre aceşti arbori este desenat în figura 11.34. Rezultă că graful din figura 11.31 
are 6 arbori partiali minimi. 


În general, dacă există mai multe muchii cu același cost, pentru un graf 
conex G pot exista mai multe posibilităţi de alegere a unei muchii de cost minim 
care nu formează cicluri cu muchiile deja alese, deci pot exista mai mulți arbori 
рагНаН minimi. 

Vom încheia acest paragraf indicînd o formă a algoritmului APM care 
este ușor programabilă pentru un calculator electronic. 

Pentru aceasta, să observăm că iniţial se pleacă cu un graf parțial al 
grafului С care nu contine nici o muchie, deci care contine n virfuri izolate 
Часа С are n virfuri. Ulterior, prin adăugare de muchii se formează grafuri 
parțiale care nu conţin cicluri, deci саге au drept componente conexe arbori. 
Se observă cá o nouă muchie и poate fi selectată dacă are un cost minim 
printre muchiile nealese si dacă extremităţile ei aparțin unor componente 
conexe diferite ale grafului parţial obţinut pînă în acel moment. 

În caz contrar apare un ciclu, deoarece conform teoremei demonstrate 
un arbore este un graf fără cicluri, maximal. 

Pentru a memora numerele de ordine ale componentelor conexe în care 
se găsesc la un moment dat vîriurile graiului С vom folosi o listă си п poziţii, 
astiel încît poziţia i din listă, notată си L(i), să indice numărul de ordine al 
componentei în care se găsește vírful i al grafului. 

Pentru a ușura căutarea muchiei de cost minim, vom alcătui lista muchiilor 
graiului G în ordine crescătoare a costurilor. Algoritmul se va opri după ce a 
selectat exact n — 1 muchii, deoarece un arbore cu n virfuri are n — 1 muchii. 

Algoritmul APM devine : 

1. Pentru  — 1, ..., n se face L(i) < i; 

2. Se alcătuiește lista muchiilor grafului G în ordinea crescătoare а cos- 
turilor ; 

З. Fie [p, q] prima muchie din şirul muchiilor lui б; 

4. Au fost selectate n — 1 muchii ? Dacă da, stop. 

Am obţinut un arbore parțial minim. 
Dacă nu, mergi la pasul următor. 


5 — Matematică aplicată în tehnica de calcul cl. a X-a — cd. 23 65 


ificá x хас ‚олега următoarea muchie 
e Se marines dani М] = L(g). Dacă Вей Y d cele două extremi- 
in și ii i saza cu p, Гезрс - 
es de сэн ам B Ci Jie ;asul 5. Dacă (р) = L(9) se merge la 
tăţi ale acestei muchii și se repetă pa: 
pasul Мж ză muchia (р, д] ca o nouă muchie a arborelui о 
р б. P P s dis do < Liq), toate elementele (i) = L(g) se înlocuie 
acă de exen | 14 
т а pasul 4. 
й 1,(р) şi se merge | мн Л 
B Зил» aed dacă L(p) = L(9), cele două extremităţi ale mon р, 9 
е Y Me arbore, deci alegerea lui (р, 9] аг crea un ciclu in grafu pane 
ЗЭ sti 18 ne айа respectiv. Deci trebuie considerată următoarea muc + 
d rd de muchii. La pasul 6 se unifică componentele хэрээ erora le 
apartin cele două extremități ale ви р, йс ат шаа 
іцлеа с ас te numărul de ordine egal си L(p). La sfirs ! 
reuniunea celor două сотролеп ord Sie en 1 De fat. dupl 
icării i i lis a avea toate poziţiile egale cu 1. pt, d 
aplicării algoritmului lista L va а i ) Це u 1. D 
еа ultimei muchii putem să ne oprim, fără a mai unifica numerele 
de ordine ale celor două ultime componente conexe. 


Pentru exemplul grafului din figura 11.31, o ordonare posibilă a muchiilor în ordinea 


ăt osturilor este următoarea : у ин 
[1.9] 1.4). р, 3], 13, 4], (5, 6], [1, 5], [1, 6], (4, 5], 1, 3}, (2, 5], [4, 6]. Iniţial, lista 7. 


are forma | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | в |! Deoarece L(1)# L(2) se selectează muchia [1, 2] si se 
obține lista L:|1|1 | E | 4 | 5|6 |, Acum Z(1) = 1 z L(4) = 4, deci alegem și mu- 
chia (1, 4]. 2 en 
Noua listă L:|1]1|3|1|5|8& |. Obtinem L(9) = 1  L(3) = 3, deci alegem si mu 


а 3) = L(4)—1 
chia [2, 3], reactualizind lista L: | 1|1|1|1|5|6 |. Deoarece a Е Hume 
nu vom alege muchia [3, 4], trecînd la următoarea muchie (5, 6]. Deducem L(5) = 5 x L( 


= 6, deci selectăm muchia [5, 6] şi găsim noua listă L:| 1] 11 1|1]|5 | 5 | з 
i v muchie [1, 5] deoarece L(1) = 1 4 L(5) = 5 ohţinind arborele din figura 11.33 
şi a V-a : 

si noua listă L cu toate componentele egale cu 1. 


Probleme 


ă i i ului х din figura 11.35. ! 
wi Fi © сон 2. мы И. айпа sînt echivalente : 
хилэн a) G este un arbore; 1 
b) G este conex si are n — 1 muchii; 4 
c) G este fără cicluri şi are n — an -. 
ă in graf conex cu n virfuri, să se ara 
i mods Stiel încît 1 < k < n există un sub- 
graf conex al lui G cu Ё vîrfuri. | p 
„Să se arate cá un graf cu n vîrfuri si cel puțin n muchii 
conţine cel puţin un ciclu. 


„Fie G un graf conex cu n virfuri şi m muchii. j E 
arate cá numărul minim de muchii care trebuie înlă- 


turate astfel încît graful obținut să nu conţină cicluri 

este egal cu m— п + 1 (acest număr se numește 

numărul ciclornatic al gratului). 

Numerele 4, > d, 2... > d, > 1 sînt gradele virfu. 
5 rilor unui arbore cu n > 2 virfuri, dacă și numai dacă 

Fig. IL39 d, +d: +... = 2n- 2. 
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1.5. Arbori binari şi aplicaţii 


Un arbore binar se definește în modul următor : 


Este un arbore care are un virf numit rădăcină, al cărui grad este zero, 
unu sau doi. Dacă gradul rădăcinii este zero, arborele binar este format 
numai din rădăcină. În caz contrar, rădăcina se leagă printr-o muchie sau 
prin două muchii de unul sau două alte noi vîriuri care se desenează sub 
rădăcină si care se numesc fiii virfului rădăcină. Modul in care virfurile fiu 
se desenează sub rădăcină, la stînga sau la dreapta, are importanţă. Deci 
vom face distincţie între fiul din dreapta si fiul din stînga rădăcinii. Aceste 
noduri fiu au fiecare zero, unul sau două noduri liu, la stînga sau la dreapta 
$agnd. Vom spune că rădăcina arborelui are nivelul 0, fiii rădăcinii ni- 
velul 1, fiii acestora nivelul 2, descendenții de ordin & ai rădăcinii nivelul № 
şi îi vom desena la aceeași înălțime față de marginea de jos a unei pagini. 

În figura 11.36 este reprezentat un arbore binar cu rădăcina A. Pe nive- 
lul 1 apar virfurile В şi C ; B este fiul din stînga al lui A 51 C este fiul din 
dreapta al lui A. Pe nivelul 2 se găsesc virfurile D si E, iar pe nivelul 3 virfu- 
rile F şi G. 

Virfurile terminale sau virfurile de grad 1 diferite de rădăcină ale acestui 
arbore sînt D, Р, G, C. Se observă că aceste virfuri sint vîrfurile care nu au 
fii. În figura 11.37 sînt desena(i doi arbori binari care sint identici ca arbori, 
dar sint distincti ca arbori binari, deoarece pentru unul dintre ei B este 
fiul din stînga al rădăcinii A, iar pentru celălalt B este fiul din dreapta al 
rădăcinii A. | 

Dacă suprimăm rădăcina Я muchiile incidente cu aceasta, arborii obți- 
nu(i se numesc subarborele sting, respectiv subarborele drept al rádácinii. 
Unul dintre aceștia sau amindoi pot fi vizi. De exemplu pentru arborele 
binar din figura 11.36 virful A are subarborele sting format din vírfurile Б 
D, E, Р, G iar subarborele drept format din virful С. 

Noţiunea de subarbore se aplică si altui vîrf diferit de rădăcină, 

De exemplu vîrful terminal D are ambii subarbori stîng și drept vizi, 


vîrful E are subarborele stîng format din virful P și subarborele drept format 
din virful G. 


Dacă fiecare vîrf care nu este viri terminal 
doi fii, arborele binar se numeste complet. 


Arborele binar din figura 11.36 este complet, dar arborii binari din fi- 
gura 11.37 nu sînt complefi. 


al unui arbore binar are exact 


Nivelul 
velu 


A A 


Fig.'I1.36 Fig. 11.37 
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11.5.1. Notaţia fără paranteze a unei expresii aritmetice 


Oricărei expresii aritmetice formate din constante si variabile NI dare 
utilizează operaţiile de adunare, scădere, înmulţire, împărțire si ri icare 
la putere i se poate asocia un arbore binar. De exemplu, expresiei : 

(x 4d- yz 7 
s s 7755, ИА 
i se asociază arborele binar complet din figura 11.38, unde semnul * repre 
zintă înmulţirea. | з P " 

In virfurile acestui arbore sint reprezentaţi operatorii, adică к жайла 
din expresia aritmetică sau operanzii, adică constantele si variabile Su 
expresie. Ultima operaţie efectuată este adunarea, care se reprezintă 5 
rădăcina arborelui binar. Subarborele stîng, respectiv subarborele ЭЕ 
reprezintă cele două expresii cărora li se aplică această ultimă operaţie de 
adunare şi anume (х + y)z Я 7. Pentru expresia (x -- y)z se aplică aceeaşi 
regulă de reprezentare, deci în rădăcina subarborelui stîng vom reprezenta 
operaţia de înmulţire s.a.m.d. Constanta 7 se reprezintă în rădăcina subarbo- 
relui drept, care nu mai conţine alte virfuri. 

Să reprezentăm după aceeaşi regulă expresia : 

х 

x* — 3yyt + —————* 

| gt 4 
Se obţine arborele binar complet din figura 11.39, unde semnul / reprezintă 
operaţia de împărţire, iar 1 reprezintă operaţia de ridicare la putere. Deci 
vom nota : 
— = ab, iar a" = a1 b. 

b 

Un arbore asociat unei expresii aritmetice este un arbore binar complet, 
oricare virf neterminal avind asociat un operator are exact doi fii. Într-adevăr, 
operaţiile intilnite într-o expresie aritmetică sînt operaţii binare, adică au 
doi operanzi. Virfurile terminale ale arborilor din figurile 11.38 şi 11.39 au 
asociaţi operanzii din expresia aritmetică, care sînt constantele şi variabilele 
expresiei. 


Fig. 11.39 
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(o) © O © (2) © 


Fig. 11.40 


Se observă că deoarece operațiile de scădere, împărțire si ridicare la 
putere nu sînt comutative, arborii obţinuţi sînt într-adevăr niște arbori 
binari, pentru care se face distincţie între fiul din dreapta şi fiul din stînga 
al fiecărui vîrf neterminal. 

Aşa cum am făcut în figurile 11.38 si 11.39, vom reprezenta expresiile 


a—b, Ts a^ după cum se arată în figura 11.40, cu a desenat la stînga şi b 
) 


desenat la dreapta virfului care reprezintă operatorul de scădere, împărțire 
sau ridicare la putere. 

În general, pentru a reprezenta o expresie aritmetică Е sub forma unui 
arbore binar, procedám după regula următoare: 

a) Dacă E este o constantă sau o variabilă, arborele binar se reduce la 
rădăcină, căreia îi asociem constanta sau variabila respectivă ; 

b) Dacă E = E,« E,, unde « este unul dintre operatorii : +, —, *, /, 1» 
vom asocia rădăcinii arborelui binar operatorul «, subarborele sting va re- 
prezenta după aceeași regulă expresia aritmetică E,, iar subarborele drept 
va reprezenta după aceeași regulă expresia E». 

Această regulă conduce, prin recurenţă, la un arbore binar complet 
asociat expresiei E. Invers, fiind dat un arbore binar complet care conţine 
în nodurile terminale constante sau variabile şi în celelalte noduri operatori, 
se poate obţine ușor expresia aritmetică asociată. Din punctul de vedere al 
calculului automat, cu ajutorul unui calculator electronic, o altă formă a unei 
expresii aritmetice este mai utilă. Această formă se obține de exemplu prin- 
tr-un procedeu de parcurgere a virfurilor arborelui, plecînd din rădăcină şi 
trecînd prin fiecare virf o singură dată. Parcurgerea arborelui binar asociat 
unei expresii aritmetice are loc după regula următoare : se pleacă din rădă- 
cină pe muchia din stînga, iar în momentul cînd întreg subarborele stîng 
al unui virf a fost parcurs, se parcurge subarborele drept al acelui vîrf după 
aceeaşi regulă. De fiecare dată cînd se trece printr-un vîrf se serie operatorul 
sau operandul asociat acelui vîrf. 


Pentru arborii binari din figurile 11.38 și 11.39 ordinea de parcurgere a 
lost desenată printr-o linie punctată. 


De exemplu, pentru arborele din figura 11.38 plecăm din rădăcină pe 
muchia din stînga şi ne deplasăm pe muchiile din stînga pînă ajungem în 
vîrful terminal asociat variabilei x. Deoarece subarborele sting al virfului 
diferit de rădăcină, asociat cu operaţia +, а fost parcurs, parcurgem sub- 
arborele drept, care se reduce la rădăcină si are asociată variabila y. Acum 
subarborele stîng al virfului asociat cu * a fost parcurs, vom parcurge sub- 
arborele drept, care se reduce la rădăcină și are asociată variabila z. Am par- 
curs subarborele stîng al rădăcinii întregului arbore, deci mai rămîne de par- 
curs subarborele drept care se reduce la rădăcină și are asociată constanta 7. 


Am găsit succesiunea : -+ * -+ x yz 7, care se numește notația poloneză 
sau notația fără paranteze a expresiei aritmetice (x + y)z +7. Se folosește 
termenul de notație poloneză pentru șirul de semne obținut în urma par- 
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a dată a unui arbore binar asociat unei expresii aritmetice, 


curgerii cu regul ticianul polonez Lukasiewicz a fost primul care a definit-o. 


deoarece matema 
urgerii arborelui binar din figura 11.39 se obţine șirul de semne ; 


qo ИЕ d. 


care reprezintă notația poloneză sau notația fără paranteze a expresiei aritmetice : 


În urma parc 


2 
х®— ЗЕ —— . 
( у т 


Pentru a calcula valoarea numerică a unei expresii aritmetice, trebuie ca toate 
variabilele să aibă atribuile anterior anumite valori. numerice. Calculul 
valorii numerice a unei expresii aritmetice cu paranteze, pentru care toate 
variabilele au atribuite anumite valori numerice, se realizează într-un cal- 
culator, după ce a fost obținută notația poloneză a acelei expresii, în modul 
următor : 

Se detectează în șirul de semne care alcátuiesc notația poloneză ultimul 
operator în sensul de la stînga la dreapia. 

Se aplică acel operator celor două valori numerice care îl urmează în șir 
Я numărul astfel obținut este plasat în şir în locul operatorului si a celor 
două numere care au fost utilizate în calcul. 

Sirul nou obținut conţine cu 2 semne mai puțin decit vechiul şir. Dacă 
am obţinut un singur număr ne oprim, deoarece el reprezintă valoarea nu- 
merică a expresiei aritmetice. Dacă nu, aplicăm același procedeu şirului de 
semne obținut în acest moment. : 

În cazul şirului + * + x y г 7 se va înlocui succesiunea + x у prin rezultatul adunării 
valorii lui x cu valoarea lui y pe care îl notăm a. Se obţine şirul : + * a z 7, unde a = x+ y. 
Se înmulțește а cu z şi se obţine şirul : + 5 7, unde b = az. În final se obține o singură va- 
loare, b -- 7 = az + 7 = (х +42 +7, adică valoarea numerică căutată. 

Vedem deci cum un studiu de logică matematică şi-a găsit aplicaţii 1а 
programarea calculatoarelor electronice, care au apărut cu 15 ani mai tîrziu. 


15.2. Arbori de sortare 


A sorta n numere reale ац, а», ..., а, înseamnă a scrie aceste numere în 
ordine crescătoare, adică a găsi o permutare р a mulțimii (1, ..., п} care 
verifică : 

аҳ S apay <... < A piny 


Dacă numerele ат, ..., a, se айа depuse în această ordine în memoria unui 
calculator, sortarea lor presupune rearanjarea acestor numere astfel încît 
ele să apară în ordine crescătoare. 

Vom vedea cit de uşor putem găsi unul din aceste numere în cazul cînd 
ele sint sortate, în raport cu situația cînd numerele sint aranjate într-o 
ordine oarecare. Se apreciază că cel puţin o treime din timpul de lucru al 
calculatoarelor care lucrează în domeniul informaticii de gestiune este afectat 
unor sortări de date. 

Vom presupune mai întîi că vrem să determinăm cel mai mic dintre 
numerele ац, ..., а», ре care îl notăm min (а, ..., aa), comparind nume- 


rele două cîte două. 


Propoziție. Numărul minim de comparații a cite două numere necesare pentru 
а găsi min (а, ..., du) este egal cu n — 1. 
Demonstraţie. Să notăm numărul minim de comparații a cite două numere 
necesar pentru а găsi minimul din n numere prin Î(n). 
Dacă n = 2 găsim minimul comparind cele două numere, deci /(2) = 1. 
Presupunind proprietatea adevărată pentru orice m <n— 1, fie n 
numere ау, ..., а». După prima comparaţie găsim b = min (а, аў, unde 
1 si<j «n. Rámine să determinăm minimul din n — | munere, сагс 
formează mulțimea {а,, ..., аһ} N {äi a}, la care se adaugă numărul b. 
Deci putem scrie: 


Кп) = 1-- fin — 1). 


Deoarece conform ipotezei de inducţie Kn — 1) = п —9, rezultă că 
(п) = n — 1 și proprietatea este demonstrată. 

Procesul de găsire a minimului din n numere se poale reprezenta prin- 
tr-un arbore binar. Într-adevăr, se poate proceda prin analogie cu reprezen- 
tarea unei expresii aritmetice printr-un arbore binar, deoarece operaţia de 
găsire a minimului din două numere este o operaţie binară. 


De exemplu, dacă determinăm min (2, 7, 5, 1) putem proceda astfel : găsim min (2, 7) = 
= 3, apoi min (2, 5) = 2 și în fine min (2, 1) = 1. 


Acest calcul este reprezentat prin arborele binar complet din figura 11.41. 

In rădăcina arborelui apare numărul 1, care este rezultatul și fiecare 
virf neterminal! are asociat un număr саге reprezintă minimul celor două 
numere asociale fiilor săi. 5 

Pentru a sorta n numere а, ..., а, pulem proceda după cum urmează : 

Determinám mai întîi min (a, ..., 04) şi acest număr îl punem pe pri- 
mul loc în şirul sortat. Pentru a găsi numărul de pe locul al doilea deter- 
minăm minimul din cele n — 1 numere rămase s.a.m.d. 

Numărul de comparații necesare pentru a sorta cele n numere cu acest 
algoritm este egal cu: 

201 
‚ т(п—1) 

2 


Vom vedea că acest număr poate fi îmbunătăţit substanţial prin con- 
strucția unui arbore de sortare pentru care toate virfurile terminale apar pe 
un singur nivel sau pe două nivele consecutive. Pentru a construi un astiel 


de arbore, să observăm că dacă arborele este complet si toate virfurile termi- 
nale араг pe nivelul г, atunci el conţine 2" virfuri terminale. 


(10255285 eL 392 EA. ac n 


Fig. 11.41 
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Р А irfuri, pe nivelul 2 sint 4 virfuri si dacă 
5 5 relul 1 sint 2 virfuri, pe nive! 143 2 

ps Хээр", Бө pem r —1 sint 2'7* virfuri, rezultă că pe nivelul и 
presupunen Р Deci dacă numărul de virfuri terminale este o pu- 


" ,07-1 — 9 virfuri. ч Ă 
dies pr 2 d 5 T. putem construi un arbore binar complet cu toate 


Я inale același nivel. 
îrfurile terminale pe un același P Е vesa 
ЇГ Їл caz contrar, vom nota cu r numărul natural care verifică inegalităţile : 


Dr мс Di: (1) 


Si notăm cu x numărul de vîriuri care se găsesc ре nivelul r + 1 într-un 
arbore binar complet cu toate viriurile terminale pe două nivele consecu- 
tive si cu у numărul de virfuri care se găsesc pe nivelul r. 

Deoarece numărul total de virfuri terminale este egal cu n, putem scrie: 


x+y=n. (2) 


Dacă construim pentru fiecare vîrf de pe nivelul r cei doi fii care se găsesc 
pé nivelul r 4- 1, obţinem, împreună cu cele x noduri deja existente pe 
nivelul r + 1, un total de 2'*! virfuri pe nivelul г + 1. Deci mai obținem: 


| Зи = 211, (3) 


Ecuațiile (2) şi (3) formează un sistem care determină complet pe x si y si 
anume: y = 2'*%—п si x = 2n — 2"**. Deoarece sint verificate inegali- 
tăţile (1) rezultă că 2'*! — n > 0 si 2n — 2'*! > 0, deci virfurile arborelui 
se găsesc ре nivelele r si г -| 1. De exemplu, dacă n = 6 obținem 2° < 6 < 2°, 
deci r = 2 şi y=2%—6—2iar x = 12 — 2° = 4. Arborele binar complet 
cu 6 virfuri terminale pe două nivele consecutive va avea deci 2 viriuri pe 
nivelul 2 si 4 virfuri pe nivelul 3. El este desenat in figura 11.42. Sá presu- 
punem acum cá vrem să sortám numerele din şirul : 4, 6, 3, 5, 2, 8. 

Vom aplica următorul algoritm, numit selecția arborescentă: repre- 
zentăm aceste 6 numere în vîriurile terminale ale arborelui din figura 11.42, 
Completăm celelalte уїгїшї interioare ale arborelui, astiel încît în fiecare 


viri interior să se afle scris minimul din cele două numere asociate fiilor săi. 


Numărul de comparații necesare este egal cu 5, adică numărul minim 


de comparații pentru găsirea minimului din 6 numere. 

În vîrful arborelui se află numărul 2, care este minimul din cele 6 numere. 
Scriem numărul 2 pe prima poziție a sirului sortat şi scoatem numărul 2 din 
arborele de sortare, punind o linioară în vîrful terminal unde a fost scris 
numărul 2. Pentru a completa”arborele si a găsi minimul din numerele ră- 
mase, este suficient să completăm numerele înscrise în virfurile lanţului 
care unește rădăcina arborelui cu vîrful terminal unde a fost scris numărul 2. 


Fig. 11.42 
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Fig. 11.43 Fig. 11.44 


Acest lanţ a fost reprezentat cu linie punctată în figura 11.43. Numarul 8 
nu are cu cine să mai Не comparat pe nivelul 2, astfel încît el urcă pe nivelul 1. 
Aici el se compară cu 3. Găsim min (3, 8) = 3, pe care îl scriem în rădăcina 
arborelui. Deci al doilea număr în şirul sortat este 3. 

Considerînd lanţul care trece prin virfurile cu numărul 3, reprezentat 
în figura 11.44, scoatem numărul 3 din arbore şi mai facem două comparații : 
min (4, 5) — 4 si min (4, 8) — 4. În rădăcina arborelui apare acum numă- 
rul 4, care este al treilea număr din şirul sortat. Se reactualizează lanţul 
desenat punctat in figura 11.45 prin încă două comparații : min (5, 6) = 5 
si min (5, 8) = 5, care se ridică în rădăcina arborelui. Al patrulea număr 
din şirul sortat este 5 si se obține arborele din figura 11.46 după încă о com- 
рагайе: min (6, 8) = 6. Deci penultimul număr din şirul sortat este 6. 
În final numărul 8 apare în rădăcina arborelui fără nici o comparaţie 51 el 
este ultimul număr din şirul sortat. 

Să evaluăm numărul de comparații necesare pentru a sorta n numere, 
folosind algoritmul de selecție arborescentă. 

Din (1) deducem cá г < log; п <r 4- 1, deci г = [logan], adică г este 
partea întreagă din 108, n. Dacă n = 2" obținem că r = logan = [logan], 
deoarece in acest caz log, n este număr întreg. La primul pas facem n — 1 
comparații pentru a completa întregul arbore de sortare si deci pentru a 
găsi min (au, ..., Gu) care apare în rădăcină. La fiecare din pașii următori 
facem comparații cel mult la nivelele r, r — 1, ..., 1, pentru a completa 
virfurile care se găsesc pe lanţul care unește rădăcina cu vîrful terminal din 
care a fost suprimat un număr. Pentru exemplul dat, [logs 6] = 2 si la fiecare 
pas ulterior am făcut cel mult г = 2 comparații. 


Deci numărul de comparații este majorat де: 


n —1-- (n—1)y = (n —D(r + 1) = (n — (008 n] + 1). 


Fig. 11.45 Fig. 11.46 
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„Sau mai multor înregistrări care formează acel articol. 


Avantajul algoritmului selecției arborescente față de algoritmul de găsire 
repelală a minimului în ceea ce privește numărul. de comparații iese clar 
în evidență регги n mare. 


De exemplu, dacă avem de sortat | 001 


numere, cu algoritmul de găsire repetată a 
minimului, trebuie să efectuăm 


EGO: — 0 fe BUD 
2 
comparații. 


Deoargce 219 — | 094» rezultă r= Пов. 1 001] = 9 si аш 


oritmul selecţiei arborescente 
necesită numai 1 000-10 == 10 000 comparații 


‚ adică de 50 de ori mai puțin. 
Încheiem această aplicație men(ionind că există metode eficie 


nte de 
reprezentare a structurii de arbore binar în memoria 


unui calculator. 
1.5.3. Algoritmul de căutare binară 


Problema regăsirii informaţiei stocate în memoria unui calculator constă 
in gășirea unui articol, care conţine de obicei mai multe înregistrări memo- 
rate secvențial, după anumite valori, numerice sau alfanumerice, ale uneia 


Deci în cazul valorilor numerice, problema găsirii unui articol dintr-o 
mulțime de articole memorate secvențial în memoria unui calculator, revine 
in esență la următoarea problemă. de. căutare : | 

Dindu-se n numere într-o ordine fixată, а, ас, ..2; Gn, за se determine 
care număr are o valoare dată b. Vom presupune că problema are un rezul- 
tat unic, deci există cel mult un număr dintre ал, ..:, бх care este egal си 6. 
Putem rezolva. această problemă citind pe rînd fiecare dintre numerele 
ау, 0; ... din memoria calculatorului Я comparindu-le cu b. În momentul 
cînd găsim un număr a, egal cu b ne oprim sau citim de exemplu şi celelalte 
înregistrări ale articolului care are înregistrarea căutată egală cu ас. Spunem 
că în acest caz am avut o căutare cu succes, Dacă însă, după citirea tuturor 
numerelor à,, ..., а, am constatat că nici unul dintre ele nu este egal си 6, 
spunem că a avut loc o căutare fără succes. i 

In cazul unei căutări cu succes numărul mediu de comparații necesar 


"A n n ; 3 “үм чя, № 
pentru găsirea valorii b este egal cu F lar în cazul unei căutări fără succes 


numărul de coinpara(ii este egal cu n. 

Dacă efectuám multe căutări printre înregistrările а, ..., Q, este mai 
avantajos din punctul de vedere al numărului de comparatij, deci al vitezei 
de calcul, să se procedeze astfel: se sortează mai întîi cele n numere 
(de fapt articolele care conţin respectiv înregistrările a, ..., а„). Deci 
уот presupune în continuare cá: 


GL wr 22028 04 


Apoi se aplică un algoritm rapid de căutare, care se bazează pe următoarea 

observaţie ; ! 21 
Dacă comparăm numărul a, си b, rezultă următoarele trei posibilități ; 
a) a; = b si căutarea este încheiată ; 


b) a; < b si deci vom continua căutarea printre numerele a; < а. < 
<... «ад, саге sint mai mari ca ay. Dacă i = n, deci nu mai există numere 
mai mari са ас, пе oprim, deoarece căutarea nu a avut succes. Numărul b 
nu se găsește printre numerele a,, 235085 

с) d, > b şi deci vom continua căutarea printre numerele a, <а < 
<... Sua care sint mai тісі ca a, Dacă i : І, deci nu mai există nu- 
mere mai mici ca a; ne oprim, deoarece căutarea nu a avut succes. Rezultă 
că b nu se găsește printre numerele date. Algoritmul de căutare care va fi 
prezentat în continuare alege mereu numărul a, la mijlocul sirului de numere 
în саге căutăm numărul b. De exemplu, dacă n este impar, numărul de 


Ме п 4-1 " > : ^ "и ы 
indice — se găsește la mijlocul эїгш ац, ..., а». Dacă însă n este par, 
există două numere care se găsesc la mijlocul șirului $i anume numerele de 


Bt |. Algoritmul 


TR MY : n 
indici 29 — 1-1. Deoarece n este par poka 
" 9 


szi е 2-Р : АРЗА ” 
de căutare binară utilizează mereu valoarea 7 2 | pentru indicele numă- 
rului de la mijlocul șirului : 
yc sui ee cr. < бу 
Algoritmul de сашаге binară. 


: ATE n у л 4: E E 5 
Fiind date numerele în ordine crescătoare а, <а. <... Lan se caută 
în acest șir numărul B. 


1) Se stabileşte p < 1, qe n. 
2) 9 < p? Da: Stop. Algoritmul se termină fără succes. În caz contrar 


` ве stabilește i — = 12 


3) Se compară b си ас, Dacă b < a, se merge la pasul 4); dacă b > a, 
se merge la 5), iar dacă b = a,, algoritmul se termină cu succes. 

4) Se atribuie д — i — l:si se merge la 2. 

5) Se atribuie p — i 4-1 si se merge la 2. 

La pașii 4 si 5 se гейейпеѕс marginile subsirului care trebuie cercetat în 
continuare; în funcție de rezultatul comparaţiei de la 3. Condiţia de oprire 
în cazul căutării fără succes este д < р, așa cum vom verifica pe un exemplu. 

Să aplicăm algoritmul de căutare binară pentru găsirea numărului 25 din şirul sortat : 

3,. D, 12, 1415, 18M 9m 95 440) 
Deci n = 9, a. = 3, а, = 5, ..., Qe = 95, as = 42. Iniţial p = 1, = 9, == 5, La pasul 3 
găsim 25 > a, = 15, deci la pasul 5. redefinim p = 6. Se merge la 2 şi se calculează i = 


= A = 7. La pasul 3 găsim 25 > a, = 24, deci trecem la pasul 5 unde redefinim p = 8. 


: dh м 42. 1. х 
Ne întoarcem la pasul 2 unde calculám noua valoare a lui i = [24 — 8, iar la pasul 3 gá- 


sim 25 = aa. Algoritmul s-a terminat. cu succes după trei comparații. Ur 
să presupunem acum că vrem să căutăm (fără. succes) numărul 13. Inițial p = 1, д = 9, 
i = 5. La pasul 3 găsim 13 < a, — 15, deci la pasul 4 redefinim g= 4. Mergem la 2 si 


Сан * = 2. La pasul З găsim 13 > 5 = au; deci trecem Ia разш 5 unde rede- 
2 Jit AL Т ү 
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Fig. 11.47 


finim p = 3. Ne intoarcem la 2 unde calculám i = хар ММ 3. La 3 găsim 13 — а, == 12, 
2 


deci mergem la pasul 5 unde obținem p = 4. Ne întoarcem la 2 cu valorile p = 9 = 4, deci 
{== 4, iar la 3 găsim 13 < а, = 14. Mergem la 4 unde dăm valoarea а= 3. 

Ne întoarcem la 2 unde găsim 9 < р, deci algoritmul s-a terminat fără succes după 
efectuarea а 4 comparații. 


În cazul unei căutări fără succes a numărului b, la pasul 2 condiţia д < p 
este verilicată cînd p = r, q = r — 1 si există inegalităţile : 


а, LO <a. 


Într-adevăr, algoritmul localizează numărul b între numerele de indici r — 1 
şi г, deci la un moment dat р = r — 1 si g = г. Deoarece b > а,_1, Í se dă 
lui p valoarea r. Găsim b < a,, deci q ia valoarea г — 1 si ne oprim deoa- 
гесе 9 < p. Algoritmul de căutare binară poate fi privit ca un arbore de de- 
cizie binar, ca cel din figura 11.47 pentru cazul n = 9. 

In acest caz prima comparaţie efectuată este aceea a lui b cu a;, cafe este 
reprezentată prin nodul rădăcină al arborelui binar din figura 11.47. Dacă 
găsim b = ау пе oprim. În caz contrar, dacă b < a; vom compara pe bcu aa, 
comparaţie care este reprezentată prin rădăcina subarborelui stîng al rădă- 
cinii 5. Dacă însă b > as, vom compara pe b cu as, comparaţie care este 
reprezentată prin rădăcina subarborelui drept al rădăcinii 5. În fiecare vîrf 
al arborelui care se obține în acest mod este scris indicele i al numărului a; 
cu care se compară b în acel moment. Dacă b < a; se urmează ramura din 
stînga, efectuind o comparaţie cu numărul al cărui indice este scris in rădă- 
cina subarborelui stîng al nodului i. Dacă b > а; se urmează ramură din 
dreapta, efectuînd o comparaţie cu numărul al cărui indice este scris în rădă- 
cina subarborelui drept al nodului i. O căutare fără зиссез va conduce la unul 
din nodurile terminale, reprezentate printr-un pătrat, numerotate de la 0 
la 9 în sensul de la stînga spre dreapta. 

De exemplu, se ajunge la nodul 0 dacă b < а,, la nodul 1 dacă d <b< 
<a, ..., la nodul 9 dacă b > а». 

„Căutarea cu succes a numărului 25 a fost reprezentată în figura 11.47 
prin linie punctată $1 corespunde parcurgerii lanţului care uneşte rădăcina 
arborelui cu nodul neterminal cu numărul 8. Căutarea fără succes a numărului 
b = 13 a fost reprezentată prin linie întreruptă si corespunde parcurgerii 
lanţului care uneşte rădăcina cu nodul terminal cu numărul 3, deoarece 
аз < b <a, Se observă că în fiecare caz numărul de comparații este egal 
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cu numărul de noduri neterminale care se găsesc pe lanţul care unește rădă- 
cina cu vîrful care reprezintă sfîrşitul procesului de căutare. Astfel, în cazul 
căutării numărului 25 == a; s-au efectuat trei comparații, iar în cazul căutării 
fără succes a numărului аз < 13 <a, au fost efectuate patru comparații: 
CU а,, CU Ay, си аз Și си а. 

Reprezentarea strategiei de căutare în cazul algoritmului de căutare 
binară printr-un arbore de decizie binar ne va ajuta la evaluarea performanţelor 
acestui algoritm. Folosim termenul de arbore de decizie binar deoarece de- 
cizia de continuare a procesului de căutare, adică fie oprirea căutării, fie 
căutarea pe ramura din stînga, fie căutarea pe ramura din dreapta a unui 
nod, depind de rezultatul comparaţiei numărului căutat cu numărul din 
şir indicat de nodul în care ne aflăm. Evaluarea eficienței acestui algoritm 
este dată de următoarea teoremă, care poate fi demonstrată prin inducţie 
după К. 

Teoremü. Dacă efectuăm о căutare într-un sir ordonat de п numere cu algoritmul de căutare 
binară şi dacă n verifică inegalitățile : 

Ойла пы oi, (1) 
atunci : 
a) O căutare cu succes necesită cel тий k comparații ; 
b) O căutare fără succes necesită k — 1 sau Е comparații. 

O ilustrare a acestei proprietăţi pentru cazul n = 4 este dată în figura 11.48. 
Observăm că numărul maxim de comparații în cazul unei căutări cu succes este egal cu 
numărul de nivele ре care se găsesc nodurile neterminale, adică cu 3. Se vede din figura 11.48 
că acest număr maxim de comparații se atinge numai pentru găsirea ultimului număr ал. 

În cazul unei căutări fără succes numărul de comparații este egal cu 2 sau cu 3, deoa- 
rece nodurile terminale se găsesc pe nivelele 2 si 3. Din figura 11.48 se observă că în acest 
caz numărul de comparații egal cu 3 se atinge numai pentru virfurile terminale 3 si 4, 
deci în cazurile cînd a, < b <a, şi respectiv b > а.. 

Din (1) deducem k — 1 < logan < k, deci k — 1 = [log, п] de unde & = [loge n] + 1. 

De exemplu, dacă vrem să căutăm un număr printre 1 000 de înregistrări citind înre- 
gistrare cu înregistrare şi făcînd comparaţiile respective, trebuie să facem în medie 500 de 
comparații în cazul unei căutări cu succes și 1 000 de comparații în cazul unei căutări fără 
succes, 

Dacă însă înregistrările sînt sortate, în cazul folosirii algoritmului de căutare binară 
vom evalua numărul de comparații aplicînd teorema anterioară. 

Deoarece 2 = 1 024, obţinem k = (106, 1 000] + 1 = 10. Deci orice căutare cu succes 
necesită între una şi zece comparații, iar orice căutare fără succes necesită 9 sau 10 compa- 
ratii. 

S-a obţinut o reducere importantă a numărului de comparații, deci implicit si a timpului 
de căutare, în raport cu cazul înregistrărilor nesortate. 


Fig. 11.48 
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Probleme : 


11.5.1. 


П.5.4. 
II.5.5. 


П.5.6. 


Să se serie notația fără paranteze pentru fiecare din următoarele expresii aritmetice : 
a. (хуи +22 + x); 
b. Зи — бху? + 2xy*; 


сэв шин pepe сн xnl 
paz з-Р вэ i 

d. a? + b’ + c' — Завс; 

e. (2x9? — ay(14t — 3); 

x 


Dag 
2 


É a р 


- Sá se arate că orice arbore binar complet cu п virfuri terminale are in total 9л — 1 


viriuri. Să se deducă de aici o relaţie simplă între numărul de operatori şi numărul 
de operanzi dintr-o expresie aritmetică. 

Să se deducă scrierea obişnuită a următoarelor expresii aritmetice, date în notația 
fără paranteze, știind că toate constantele numerice utilizate au о singură cifră : 


Beg cR Rhxwzt4t хбр 
b./xcty/tx2z 

c Tx-c-a-c4-*2b5b*31ec2 
d.*-*--x*3a—y12- 17:95. 

Să se construiască un arbore de sortare pentru cazul n = 10, 


Să зе dea o definiţie matematică pentru relaţia de ordine lexicografică (ordinea 
aeni într-un dicționar) a cuvintelor formate cu litere dintr-un alfabet cu 24 de 
itere. 


Pe o bandă magnetică sînt înscrise un milion de numere, Indicați un algoritm de 
determinare a numärului de numere distincte de pe bandă. 


11.5.7 Se consideră un fişier cu 4 001 cuvinte binare distincte de 30 biţi : ас, aa, ..., баа. 


Н.5.8. 


Două cuvinte binare x = x,.. -Xa Я Y = Yı.. .Yw se numesc complementare dacă 
X + y= 1 pentrui= l, ..., 30. 
Cu alte cuvinte, putem spune că x $i y sînt complementare dacă şi numai dacă 
ХИТ 1, 


ele fiind considerate ca numere binare. Să se definească un algoritm pentru a găsi 
toate perechile de cuvinte, complementare (a;, aj), си un număr cît mai redus de 
operaţii (de comparaţie şi adunare). 


La un turneu de tenis de cîmp participă n jucători. Cum trebuie organizat turneul, 
care conţine numai meciuri eliminatorii de simplu, astfel încît dacă pentru determi- 
narea campionului sînt necesare n — 1 meciuri, pentru determinarea celui de al II-lea 
jucător al turneului să mai fie necesară disputarea а numai [log, и] meciuri ? 


11.5.9. 


11.5.10. 


IL5.11. 


Se consideră următorul algoritm de sortare prin interschimbare a şirului de nu- 
теге di, d», ..., Од: 


lien; 


2. 1< 0. Efectuează pasul З pentru j= 1, 2, ..., i -- 1 si apoi execută pasul 4. 


З. Dacă a; > ада, interschimbá numerele a; Я а; în sir (a, este trecut pe poziţia 
j + L, deci el va fi notat си ауыз $1 ауыз trece ре poziţia j, fiind notat în continuare 
си æ). Se stabileşte łe j. 


4. Dacă ¿= 0 пе oprim, Sirul obţinut este sortat. În caz contrar i + £ şi se re vine 


la pasul 2. 


Să sc justifice acest algoritm, considerînd mai multe exemple de aplicare și să 
se arate că are un număr finit de pași. 


Se consideră două. şiruri sortate de numere: 


8i Sas... за. şi bi Sb... Sb. 
Să se propună un algoritm de interclasare a celor două şiruri de numere în- 
tr-un singur sir sortat с, < c; <... < си,» format din elementele celor două 


'siruri, care să folosească cel mult m -+ n — 1 comparații. 


Ce algoritm de căutare corespunde arborelui binar complet din figura 11.49 în cazul 
unui şir sortat format din 4 numere? ! 


Fig, 11.49 


11.5.12. Să se calculeze numărul mediu de comparații în cazul unei căutări cu succes si în 


cazul unei căutări fără succes pentru arborii de căutare din figurile 11.48 şi 11.49. 


11.5.13. O bandă magnetică contine и înregistrări. 


Se presupune că frecvenţa acceselor la cele n înregistrări ез{е diferită, adică 
unele sînt citite mai des, altele mai rar. Se ştie că timpul de citire a unei înregis- 
trări este cu atît mai mare cu cît înregistrarea respectivă se găseşte mai departe 
de începutul benzii, deoarece creşte timpul necesar derulării benzii magnetice. 


Să se indice o strategie simplă de auto-organizare a datelor pe banda mag- 


neticá, astfel încît timpurile medii de acces la înregistrări să fie cît mai mict. 
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IIl. GRAFURI ORIENTATE 


11.1. Noţiuni de bază 


Un graf orientat G este format dintr-o pereche ordonată de mulţimi G= 
= (X, U). Ca si în cazul grafurilor neorientate, X este mulțimea vîrfurilor sau 
nodurilor graiului. Mulțimea U este formată din perechi ordonate de elemente 
distincte din X, numite arce. Orice arc и = И va fi notat prin и = (x, у) cu 
x gexXsi х #0. "E А 

Spunem că virful x este extremitatea inițială a arcului и, iar virful y este 
extremitatea finală a arcului и. Spre deosebire de cazul grafurilor neorientate, 
notaţiile (x, y) si (y, x) vor desemna două arce diferite. 

Dacă graful G conţine arcul (x, y) vom spune că virfurile x si y sint adiacente 
în G Я amîndouă sînt incidente cu arcul (x, y). Deci un grai orientat G poate й 
imaginat ca o mulţime de virfuri, dintre care unele sint unite două cîte două 
prin arce. Un grai orientat poate fi desenat în plan reprezentind virfurile sale 
prin puncte si arcele prin săgeți care sint orientate de la extremitatea iniţială 
către extremitatea finalā a fiecărui arc. 


Graful orientat G = (X, U) unde: 
X = (1, 2, ..., 8} cu U = ((1, 2), (2, З), (3, 1), (3, 2), (2, 4), (4, 5), (3, 5), (6, 8), (8, 7), 
7, 8), (7, 6) — —— 
is af н A în figura 111.1. Vom nota arcele aga cum se indică în figură, adică u = (1, 2), 
и; == (3, 1), ..., Ив = (6, 8). 


Gradul exterior al unui vîrf x, notat prin d* (x), este numărul arcelor de forma 
(x, y) eu y e X. Gradul interior al unui vîrf x, notat prin d-(x), este numărul 
arcelor de forma (y, x) cu y € X. 

De exemplu, pentru graful din figura II.1, obținem: d*(1) = 1, 41(1) = 1, d*(2) = 2, 
47(2) = 2, d*(5) = 0, 47(5) = 2 etc. 

Un graf parțial al unui graf orientat G = (X, U) se definește in același 
mod ca si în cazul neorientat. El este un graf б, = (X, V) unde V C U, deci 
este graful С însuși sau se obţine din С prin suprimarea anumitor arce. 

Și definiţia unui subgraf al unui grai orientat G = (X, U) este asemănătoare 
cu cazul neorientat. Prin definiţie, un s«bgraf al lui С este un grai H = (У, V) 


Fig, ПІЛ 
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Lă 
unde Y C X iar arcele din V sînt toate arcele din U care au ambele extremităţi 
în mulțimea de virfuri Y. 
Deci un subgrai А а! unui graf orientat G este graful G însuși sau se obține 
din G prin suprimarea anumitor virfuri şi a tuturor arcelor incidente cu acestea. 
Vom spune că subgraful Н este indus sau generat de mulţimea de virfuri У. 


Astfel, subgraful grafului G din figura 111.1, indus de mulțimea de vîriuri У, = (1, 2, 
4, 5} are са mulţime de arce mulțimea V, = {(1, 2), (2, 4), (4, 5)), iar subgraful indus de mul- 
țimea dé virfuri У, = 46, 7, 8} are mulțimea arcelor И, = {(7, 6), (6, 8), (7, 8), (8, 7)). 


Un grai orientat este complet dacă oricare două virfuri sînt adiacente. De 
exemplu, subgraful graiului din figura Ш.1, indus de mulțimea de vîrfuri У,, 
este complet. 

În timp ce în cazul neorientat un graf complet cu n virfuri este unic deter- 
minat, în cazul orientat există mai multe graiuri complete cu un număr dat de 
virfuri. Ele se deosebesc fie prin orientarea arcelor, fie prin faptul că între două 
vîriuri oarecare există un arc sau două arce de sensuri contrare. 

"Un /anf al unui graf orientat se defineşte ca un şir de arce: 


L= [tin us 4 Up] 


cu proprietatea cá oricare două arce vecine и, ȘI Ицтац o extremitate comună 
pentru orice i = 1, ...,.p— 1. 

Extremitatea x a lui и, care nu este comună cu us şi extremitatea x, a lui Up 
саге nu este comună cu t,- se numesc extremitățile lanțului L. 

Dacă toate arcele lanţului L au o aceeaşi orientare, care este dată de sensul 
deplasării de la x, către x,, lanţul se numeşte drum. 

Deci un drum într-un graf orientat G = (X, И) este un sir de vírfuri notat : 


ЙЭ ж (Ху йу, ves E) 


cu proprietatea cà (ху, x1), (Ху, x), ...‚ (х,у, Ху) € U, deci sînt arce ale gra- 
fului. 

Virfurile x, si x, se numesc extremităţile drumului D. Dacă virfurile Хө, 
Xy ..., Ху Sînt distincte două cite două, drumul D se numeşte elementar. Din 
aceste definiții rezultă că orice drum este si lanţ, dacă îl privim ca un șir de arce. 


Pentru graful din figura 111.1 următoarele şiruri de arce sînt lanţuri: 

La = [и\, tts, tto, из], La = [tts ts], La = [tess иш), La = [us as Ше, йз, и], Ls = [ш„. йу] 
Lanţurile L; şi L, sînt chiar drumuri si ele pot fi scrise ca un şir de virfuri în modul următor : 
(2, 3, 2), respectiv (7, 6, 8). 

L, are extremităţile | si 4, La are extremităţile 6 si 8, L, are extremităţile 2 şi 1, iar pentru L, 

cele două extremităţi coincid cu virful 2. Pentru acelaşi graf următoarele şiruri de vîrfuri sînt 

drumuri : 

4 42) ru 2, 4, 5), р. == (7, 6, 8, 7), D, = (3, 1, 2, 3, 5, О. = (3, 2, 4, 5), р, = (2, 3, 
; @ L2). 

Drumurile D, şi D, sînt drumuri elementare, deoarece nu trec de două ori printr-un ace- 
laşi vîrf. 


Un drum D = (хо, ..., x,) poate fi interpretat са traseul unei deplasări 
pe arcele graiului în ordinea (xo х,), (xy, хз), ..., (Ху ХУ. 

De aceea drumul D de extremităţi x, si x, se mai spune că este un drum de 
la ху la x,. Dacă ху = x, si toate arcele (Xo x;), (xy ХУ), ..., (Хх, Х,) sînt dis- 
tincte două cîte două, drumul D se numeşte circuit. 

Dacă toate vîriurile circuitului, cu excepţia primului și a ultimului vîrf, 
sînt distincte două cîte două, circuitul se numește elementar. 


6 — Matematică aplicată in tehnica de calcul cl. a X-a — cd. 23 81 


а а 


Fig. III.2 


De exemplu drumul D. nu este circuit, deoarece folosește de două ori acelaşi arc u4. Dru- 
mul D, este un circuit elementar. Considerind graful orientat din figura III.2, un circuit care 
nu este elementar este următorul: C — (1, 2, 1, 4, 3, 1), care trece de două ori prin virful 1. 


Ca 51 în cazul ciclurilor din grafurile neorienlate, circuitele pot îi scrise în 
mai multe moduri, alegind ca prim vîrf un vîrf arbitrar prin care trece circuitul. 


De exemplu, circuitul C din figura II.2 mai poate fi scris: 
С == (2, 1, 4, 8, 1, 2) зам С= (4, 3, 1,2, 1, 4) sau 
C= (1, 4, 3, 1, 2, 1) sau C= (3, 1, 2, 1, 4, 3). 


Noţiunile de conexitate si de componentă conexă a unui grai orientat sint 
similare cu cele dela grafurile neorientate, utilizînd noţiunea de lanț din cazul 
grafurilor orientate. . 

Astfel, un graf orientat G se numește conex dacă pentru oricare două vîrfuri 
distincte x si y există un lanț de extremități x si y în G. O componeniă conexă С 
a unui grai orientat G se definește ca fiind un subgraf conex maximal al lui G, 
deci nu există nici un lanț саге să unească un vîrf din C cu un -vîrf care пи 
aparține lui C. 


Стан! din figura 111.1 nu este conex şi are 2 componente conexe : C, indusă de mulţimea 
de virfuri (1, 2, 3, 4, 5) Я C, indusă de mulțimea de virfuri (6, 7, 8}. 
Graful din figura 111.2 este însă conex, deci are o singură componentă conexă, 


Probleme 


11.1.1. Să se găsească drumurile elementare de la vîrful 11a vîrful 8 pentru graful din figura IIT.3. 
Care sînt circuitele elementare, ale acestui graf ? 


Fig. 1113 


111.1.2. Să se arate că dacă graful orientat G cu mulţimea de vírfuri X аге m arce, au loc ega- 
Пі е : 
d(x) = Xdt*(x)- m. 
хех rex 


111.1.3. Sá se calculeze numărul grafurilor orientate cu n virfuri date: xi, ..., х,. Cíte grafuri 
orientate si complete cu п vîriuri date există ? 


111.1.4. Pe mulţimea X. a virfurilor unui graf orientat б = (X, U) se introduce următoareâ 
relaţie binară : Spunem că x este în relaţie си у şi scriem x ~ y dacă х = y sau dacă 
există un drum de la x la y Я un drum de la y la x. 
Sá se arate cá această relaţie binară este o relaţie de echivalență. Clasele acestei echi- 
valenţe se numesc componentele tare conexe ale grafului. Sá se determine componentele 
tare conexe ale graiului din figura 1. | А 

11.1.5, Fie D= (x, ..., y) un drum de la x la y (x # y) în graiul G. Să se arate că există 
un drum elementar de la x la y în G. 

11.1.6. Un graf orientat cum este cel din figura 11.4, care are proprietatea că între oricare 


„două virfuri distincte x și y există un arc Я numai unul se numeşte graf-turneu. 
+ 


M 


Fig. 11.4 


Un graf-turneu poate reprezenta rezultatele meciurilor directe între participanţii 
la o competiție sportivă în care nu există meciuri nule si nici meciuri eliminatorii. Sá 
se arate că orice graf-turneu contine un drum elementar care trece prin toate virfurile 


grafului. ! 
1.1.7. Pentru un graf-turneu cu n vîriuri x, ..., x, se notează rj— а(х) Я s;— х0) 
pentru i = 1, ..., n. Să se arate cá: 


lricbs—n-—l 


IIL1.8. Sá se arate cá pentru orice grai-turneu С există un vîrf x, astfel încît toate virfurile y 
diferite de x ale grafului pot fi atinse plecînd din x pe drumuri care au un arc sau două 
arce. 


11.2, Metoda drumului critic 
11.2.1. Drumul critic într-un graf de activități 
Una dintre aplicațiile cele mai ráspindite ale teoriei grafurilor în probleme 


de economie o constituie metoda drumului critic. 
O lucrare complexă a cărei realizare comportă mai multe activităţi, se poate 


„reprezenta printr-un graf orientat саге dá o imagine grafică a eșalonării în timp 


Я a intercondifionárii tuturor activităţilor elementare care alcătuiesc întreaga 


lucrare. 

Pentru un astfel de graf, arcele reprezintă etapele sau activitățile elementare 
ale lucrärii. Fiecare arc are o anumită lungime, care reprezintă timpul de des- 
fășurare a activității asociate acelui arc. 
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Momentul începerii activităţii este reprezentat de extremitatea iniţială, 
iar momentul terminării activităţii este reprezentat de extremitatea finală a 
arcului respectiv. 


Astfel pentru graful de activităţi din figura 111.5 începerea întregii lucrări este reprezen- 
tată prin vîrful A, iar terminarea ei prin vîrful Н. 


Fig. 1115 


În această lucrare anumite activităţi se desfăşoară în acelaşi timp, de exemplu activităţile 
reprezentate de arcele (В, C) si (B, D). 

La fel activităţile reprezentate de arcele (D, E) si (E, G) se desfășoară în același timp cu 
activităţile reprezentate de arcele (D, Р) si (F, б). 


Nodurile în acest graf de activități reprezintă evenimente, care pot fi inter- 
prelate ca indicînd realizarea unor obiective parţiale ale lucrării. 


Astfel, vîrful A reprezintă începerea întregii lucrări, vîrful В reprezintă evenimentul care 
constă în terminarea activităţii reprezentate de arcul (4, В) şi începerea activităţilor reprezen- 
tate de arcele (В, С) şi (В, D), nodul D reprezintă terminarea activităţilor reprezentate de аг- 
cele (C, D) si (B, D) şi începerea activităţilor reprezentate de arcele (D, E) si (D, F) ес. 

Activitatea reprezentată de arcul (C, D), desenat cu linie întreruptă, este o activitate 
fictivă, care are asociat un timp egal cu zero și reprezintă pur și simplu o relaţie de anterioritate 
între terminarea operaţiei (B, C) şi începerea operaţiilor reprezentate de arcele (D, E) si (D, Р). 


La definirea grafului care reprezintă succesiunea în timp a activităţilor unei 
lucrări complexe, pentru orice virt x trebuie să fie îndeplinită următoarea regulă : 

Toate arcele care pleacă din x reprezintă operaţii care nu pot începe decît 
după terminarea tuturor operaţiilor reprezentate de arcele care sosesc în vîrful x. 

Activităţile fictive se introduc pentru a nu avea mai multe arce paralele 
si de acelaşi sens între două vîrfuri ale grafului. 
"Un graf de activități are o proprietate importantă si anume aceea cá nu 
conţine circuite, deoarece în caz contrar, conform regulii introduse, o aceeași 
operaţie ar trebui să înceapă după terminarea ei însăși, ceea ce este absurd. 
Într-adevăr, dacă într-un graf de activităţi, ar exista un circuit: 


С = (x, Yis Va БУТЫЙ. Ир x) 


aceasta ar însemna că operația (у, x) începe după terminarea operaţiei (ул ч, И»). 
Însă operaţia (урал, Yp) poate să înceapă numai după terminarea operației 
(Урын Yp-1) S.a.m.d. Găsim că operaţia (yp, x) poate începe numai după termi- 
narea operaţiei (x, yi), ceea ce contrazice convenţia de alcătuire а unui graf de 
activități. 
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Duratele operaţiilor sau timpii operatori, care sînt numere reale nenegative, 
sînt asociați arcelor grafului, care reprezintă operațiile lucrării, 


Astfel arcului (А, B) i se asociază timpul 3, arcului (8, C) timpul 3, arcului (8, D) tim- 
pul 4 etc., unitatea de măsură a timpului fiind ziua, săptămîna, luna etc. 


Acești operatori timpi vor fi interpretati drept lungimi ale arcelor respective. 
Lungimea unui drum într-un grai de activități se defineşte ca fiind egală cu 
suma lungimilor arcelor care compun acel drum, deci este egală cu timpul ne- 
cesar pentru executarea tuturor operațiilor cuprinse în drumul respectiv. 

Stabilirea grafului de activități necesită pentru fiecare operație cunoaşterea 
duratei sale cît şi a operaţiilor care o preced nemijlocit, deci toate relaţiile de 
ordine temporală privitoare la aceasta, sau antecedentele obligatorii. 


Pentru graful din figura 11.5 succesiunea în timp a operaţiilor a fost marcată prin linii 
verticale întrerupte, care ne indică evoluţia realizării în timp a întregii lucrări. Astfel eveni- 
mentul A are data 2, = 0, evenimentul B are data f, = 3, evenimentul С are data le =6 şi 
evenimentul D are data tp = 7, deoarece pentru producerea evenimentului D trebuie ca ambele 
activităţi (B, C) Я (B, D) să fie terminate. Deci #, == max(fs + 4, + 3) = тах(7, 6) = 7. 
În continuare găsim =, +3= 10, te= #, +6= 13, t тах( +2, # +4)= 
== тах (15, 14) = 15 şi й = t; +5=—20, 

Rezultă că timpul total de execuţie a întregii lucrări este de 20 unităţi de timp, 


Considerînd că evenimentul care constă în începerea întregii lucrări are data 
zero, timpul total de execuţie a lucrării este data realizării ansamblului de 
lucrări. 

Această dată este egală cu suma timpilor operatori consideraţi pe drumul 
cel mai nefavorabil de la A la Л, adică acel drum care dă între aceste două 
virfuri o sumă maximă de timpi operatori. 

Acest drum, care poate să nu fie unic, este chiar drumul de lungime maximă 
de la A la H, numit si drum critic. Drumul critic pentru graful din figura 111.5 
a fost desenat cu linii îngroșate si el este (А, B, D, Е, С, H). Drumul critic 
reunește activităţi de a căror realizare la timpul prevăzut depinde realizarea 
la timp a întregii lucrări, 

Orice mărire a timpului asociat arcelor drumului critic conduce 1a mărirea 
timpului de realizare a întregii lucrări. 

De aceea în cursul execuţiei lucrării activităţile situate pe drumul critic şi 
numite activităţi critice, trebuie supravegheate cu deosebită grijă, pentru a nu 
depăși timpul planificat de realizare a lucrării. 

Calculul datei de realizare a evenimentului final Н revine. deci la căutarea în graf a drumului 
celui mai lung sau a drumului critice de la A Ја Н. Acest drum are o lungime de 20 unităţi de 
timp şi am văzut că cl reprezintă timpul de realizare a lucrării pornind de la data zero, care 
este atribuită evenimentului iniţial A. 

Deci dacă lucrarea se desfăşoară fără incidente, durata sa va fi egală cu 20 unităţi de timp, 
de exemplu 20 de luni. 

Operaţiile critice sînt reprezentate de arcele (А, B), (B, D), (D, E), (Е, G) si (G, H) 
ale drumului critic. 


11.2.2. Evenimente critice și intervale de fluctuaţie 


Să considerăm un graf de activităţi G, ale cărui viriuri reprezintă evenimen- 
tele В, En ..., Е», vîrfuri care vor fi notate la fel cu evenimentele pe care 
le reprezintă. Presupunem că E, reprezintă începutul lucrării și E, reprezintă 
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terminarea ei. Pentru а calcula datele de realizare ale diferitelor evenimente E; 
trebuie să determinăm cele mai lungi drumuri în graful de activităţi de la E, 
la celelalte virfuri E;, pentru a îi siguri că toate operaţiile: anterioare eveni- 
mentului E; au fost terminate. : 
Lungimea maximă a drumurilor de forma D = (Е,, ..., Ej) din graful de 
activităţi se numește data așteptată a evenimentului E; și se notează cu t. 


Astfel pentru graful de activităţi din figura 111.5 vom alege t4 = 0. Data așteptată a eve- 
nimentului B va fi fe == 3, deoarece există un singur drum de la A la В şi anume arcul (А, B). 

De la A la D există două drumuri, însă drumul (А, В, D) are lungimea maximă egală 
cu 7, deci £j, = 7. De la А la C există un singur drum de lungime 6, deci fo = 6. La fel obţinem 
ip = 10 şi в = 18. De la A la G există patru drumuri în grat şi anume (А, B, C, D, E, а); 
(А, B, C, D, F, б); (А, B, D, F, Gh gi (A, B, D, E, G), însă numai ultimul are o lungime 
maximă, egală си 15. Deci &, = 15. Am văzut că lungimea maximă a drumurilor de la A la H 
este egală cu 20, deci £,, = 20. 


Este util să cunoaştem pentru fiecare eveniment Е; data sa limită de realizare, 
dată a cărei depășire va determina întirzierea întregii lucrări. Timpul necesar 
pentru realizarea operaţiilor situate între E, și evenimentul final Е» se obține 
căutînd în graf drumul cel mai lung de la Е, la E,, deoarece trebuie să fim siguri 
că operațiile care urmează după evenimentul E; pot fi toate realizate, ținînd 
seama de duratele lor. 

Deci data limită a evenimentului Е,, care se notează 11, se obţine scázind 
din data &, a evenimentului final E, lungimea maximă a drumurilor D = 
= (En Ж Ша. Е»). 


Pentru graful de activități din figura III.5 obținem їй = £, = 20. Există un singur drum 
de Ја G la H şi anume arcul (G, Н) de lungime 5, deci 1 = 20 — 5 == 15. Deoarece drumurile 
(E, G, Н), respectiv (F, G, H) au o lungime egală cu 7, respectiv 9, obţinem t$ = 20 — 7 = 13 
şi f$ —20—9- 11. 

Cel mai lung drum de la D la Н este (D, E, G, H) de lungime egală cu 13, deci fă = 20 — 
- 13=7. 

În mod analog të = 7, t = 3 si # = 0. Pentru evenimentele critice A, B, D, E, С, Н, 
se observá cá aceste douá date coincid : 


t= = 0, fy — th = 3, i= 1b — 7, fg = t = 13, к 16 = 15 şi fy = fig = 20. 


Această proprietate are loc pentru toate evenimentele critice dintr-un grai 
de activităţi. Pentru a o justifica, să presupunem că evenimentul E; este critic, 


deci vîrful Е, se găsește pe un cel mai lung drum de la ЕЁ, la E,, fie D = (E, ..., 
Ej ..., Е,), a cărui lungime о notăm /(D). În acest caz atît drumul D, = 
= (Es, ..., Е) format cu șirul de vírfuri ale lui D dintre E, și E;, cât și drumul 
D; = (Е, ..., Ea) format cu şirul de vírfuri ale lui D dintre E; я E,, sînt 
drumuri de lungime maximă inire extremitățile lor. Într-adevăr, dacă presu- 
punem prin reducere la absurd că de exemplu D, nu are o lungime maximă, îl 
putem înlocui printr-un alt drum Dj cu extremităţile E, și E;, de lungime mai 
таге са D.. Însă în acest caz drumul Dj împreună cu D, formează un drum D’ 
de la Ё, la E,, de lungime КО’) = КО.) + КР.) > Кр.) + ЦР.) = ЦР), deci 
КО’) > ЦБ). Am ajuns astfel la o contradicţie, deoarece am făcut ipoteza са D 
este un drum de lungime maximă de la E, la Е„. Am demonstrat astfel cá atît D, 
cît si D, sînt drumuri de lungime maximă în mulțimea drumurilor de aceleași 
extremități. Rezultă că t; = I(Di) şi 1 = ta — ҚР). Deoarece t, = (D) = 
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== КР}. КО.), deducem că t; = # = КО.) pentru orice eveniment critic Е, 
dintr-un graf de activităţi. Am obţinut astfel pentru fiecare eveniment două 
date : 


-- data /; este data asteptatá a realizării evenimentului E,; 

— data її este data limită de realizare a evenimentului E;, după depășirea 
căreia timpul total de execuţie a ansamblului lucrărilor este majorat. 

Data 1; este numită și data cea mai apropiată, iar data limită ft este numită 
Я data cea mai tirzie a evenimentului E;. 

Am văzut că pentru evenimentele critice data limită # se confundă cu data 
așteptată 1, Intervalul de timp [#, #] se numește interval de fluctuafie si el 
reprezintă intervalul în care poate avea loc realizarea evenimentului necritic E;, 
fără a modifica timpul total de execuție a ansamblului lucrărilor. În cazul eve- 
nimentelor critice acest interval se reduce la un singur număr, deoarece t; == ff. 


Pentru exemplul considerat singurele evenimente necritice sint C si F. Intervalul de fluc- 
tuaţie pentru C este [6, 7], iar intervalul de fluctuatie al evenimentului F este [10, 11]. Deci 
evenimentele C şi Г pot întîrzia cu cel mult o unitate de timp de la data lor așteptată, fără ca 
data evenimentului final 4, să se modifice. Această întîrziere poate avea loc de exemplu din 
cauza măririi timpilor operatori ai operaţiilor (B, C), respectiv (D, FI cu cîte o unitate. 

Dacă ambele operaţii (B, C) si (D. F) îşi măresc durata de la 3 la 4 unităţi, in graful de 
activităţi toate operaţiile devin crilice, iar toate cele 4 drumuri de la A la H devin drumuri 
critice. În acest caz nu ar гаа! fi admisă nici o întirziere în executarea nici unei operaţii, pentru 
a nu produce întirzierea întregii lucrări. 


Este util să cunoaștem pentru fiecare operaţie о;у, reprezentată de arcul 
(Б, E) în graful de activități, întîrzierea care poate fi admisă la începerea sa, 
fără a modifica data așteptată de realizare a evenimentului E;. Această intir- 
ziere, numită marginea liberă a operaţiei o;;, este egală cu : 


t; == — fij 


unde 1, și 1, sînt datele așteptate ale evenimentelor E, Я Е» care încadrează 
operația о;; de durată £,;. 

Întîrzierea care poate ЇЇ admisă la începerea operației о;у, fără а modifica 
data limită de realizare a evenimentului Е, se numeşte marginea totală a ope- 
rației 0,, şi ea este egală cu 


j — ti — tip 


Aceasta este deci intirzierea maximă care poate fi admisă la începerea opera- 
{іеї о;у, fără a mări durata de execuție a întregii lucrări. 

Într-adevăr, operația о;; аге o durată egală си ti; trebuie să se termine cel 
mai tîrziu la data £j și nu poate începe mai devreme de data t, deci ea poate 
începe la cel mult £j — /; —f, unităţi de timp după durata &. Deoarece f$ >t; 
rezultă că marginea totală este mai mare sau egală cu marginea liberă a ori- 
cărei operații. |} 

Dacă operaţia 0,; se găsește pe drumul critic, deci este o operaţie critică, 
rezultă că evenimentele Е; si Е, sînt critice si în plus £5 = t; = f; + t. Deci 
marginile libere, cit si marginile totale ale operaţiilor critice sint nule, începerea 
lor trebuind să se facă fără nici о intírziere. 

Intervalele de fluctuafie si marginile operaţiilor imăsoară elasticitatea unei 
lucrări, în sensul că, cu cît acestea sînt mai reduse, cu atît termenele de execuţie 
a diferitelor faze ale lucrării sînt mai rigide. 
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În cazul în care timpii operatori ai operaţiilor necritice pot fi márifi, marginea 
liberă va corespunde măririi posibile a duratei unei operaţii necritice дур, lăsînd 
neschimbate datele £; $i #; ale evenimentelor E; și E, care încadrează această 
operaţie. р : сн „ч и Ч 

Marginea totală a acestei operaţii va corespunde deci măririi maxime a 
duratei operaţiei 0,;, astfel încît evenimentul E; să poată avea loc la data за 
limită de realizare (), după depăşirea căreia toată lucrarea ar întîrzia, în con- 
ае în care evenimentul Бү se produce la data așteptată f,. 


De exemplu, pentru graful din figura 111.5 marginea liberă a operaţiei reprezentate de arcul 
(8, C) este 


te — fg — fe 6— 3— 8— 0. 
în timp ce marginea sa totală este egală cu 


i$ —ig—1;9—57—8—8-l. 


Deci operaţia (B, С) poate admite o intíirziere maximă de o unitate de timp, fárá a produce 
intirzierea execuţiei întregii lucrări. 

Pentru operaţia necriticá (D, F) marginea liberă este й, — tp — tpp = 0 si marginea totalá 
este egală cu tř — fs — top = 1, iar pentru operaţia (F, G) marginea liberă este fg — fp — trg = 
= 1 şi marginea totală este fă — fn — fp; = 1. 


Cunoașterea intervalelor de îluctuaţie ale evenimentelor care compun o 
lucrare, precum și a marginilor totale ale operaţiilor componente permite să se 
urmărească executarea la timp a întregii lucrări. 


Astfel, dacă toate evenimentele se produc înaintea sau la datele lor limită n 
lucrarea se va desfășura normal si data realizării finale і, va fi respectatá. 


Dacă însă se va întîmpla ca data producerii unui eveniment E, să depă- 
seascá data sa limită £f, pentru а nu se depăşi data /, de realizare а întregii 
lucrări va trebui să se accelereze execuţia operaţiilor situate pe cel mai lung 
drum de la Е, la E,. Aceasta se poate face de exemplu prin alocarea de resurse 
suplimentare (forță de muncă, materiale sau utilaje) în detrimentul operaţiilor 
progrmului care au margini totale mari. 


Dacă nu există această posibilitate, se va putea evalua întîrzierea datei tẹ, 
de realizare a ansamblului operaţiilor care compun lucrarea. 


Metoda drumului critic este utilizată, din aceste motive, în urmărirea exe- 
сийе! unor proiecte de cercetare sau de dezvoltare care pot cuprinde mii de 


operaţii, în urmărirea lucrărilor de construcții-montaj a unor obiective econo- 
mice etc, 


11.2.3. Determinarea drumului critic 


Să presupunem că graful de activităţi G are virfurile xj, ..., Xn, unde Хү 
reprezintă începerea lucrării, iar x, reprezintă terminarea tuturor activităţilor 
lucrării. Vom nota prin £ durata activităţii reprezentate de arcul (ху, x;) al lui G. 

Vom nota pentru orice virf x; prin p(x;) predecesorii lui x, adică mulţimea 
virfurilor de la care pleacă arce care au extremitatea finală în x; și prin s(x) 
succesorii lui х, adică mulţimea vîrfurilor către care pleacă arce care au extre- 
mitatea inițială în x;. 
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De exemplu, pentru graful de activităţi din figura III.6 obţinem: р(1) = Ø ; s(1) = (2, 3}, 
p(4) = (2, 3}, s(4) = (5, 6}, p(6) = (4, 5), 5(6) = Ø etc. 


Fig ITG 


Vom arăta că datele /;, respectiv 7f ale evenimentului reprezentat prin 
virful x; al grafului С se pot determina printr-un calcul recursiv, bazat pe for- 
mulele : 

а) t; = max (t; + tj), 


хуер(х,) 


b) 1 = min (tj — В), 
571552) A 

unde toate datele £j asociate virfurilor x, care sînt extremităţi finale ale arcelor 
(хе, x;) au fost calculate Ia un pas anterior, plecîndu-se de la # = і, care este 
data terminării lucrării, 

într-adevăr, am văzut că 5, este lungimea maximă a drumurilor de la xi la x, în graiul G. 
Dacă x, este penultimul vîrf al unui drum de lungime maximă de la x, la xj, putem scrie t; = 
= f, + fj, deoarece drumul considerat de lungime maximă de la х, la x, se compune dintr-un 
drum de lungime maximă de la х, la xj, de lungime Ё, si din arcul (ху, ху) de lungime #,;. Dacă 
însă x, e p(x;) si x, nu este penultimul vîrf al nici unui drum de lungime maximă de la x, la x, 
rezultă Ё, > f, + fj, de unde se deduce formula a). 

Data limită 41 se obţine scázind din data /, a evenimentului final lungimea maximă а dru- 
murilor de la x, la x,. 

Fie D = (xi, xj, ..., Xn) un drum de la x, la x, în graful G, unde x, e s(xj). 

Să notăm prin D, drumul care se obţine din D prin suprimarea primului vîrf х, Este clar 
că D, este un drum de la x, la x, în graful G şi avem КО) = ty + КО). 

Putem deci scrie; 

tř = 1, — max ДЮ) = t, — max(t + max (Б) = шик, — max (Б) — t) = 

j р, j D, 
= min(ff — Ё), 
j 


unde j parcurge mulţimea indicilor cu proprietatea că x, e s(xj), adică există un arc de la х; 
la ху, deoarece orice drum D = (x; xj, ..., x,) de lungime maximă se compune din arcul (ху, xj) 
Я un drum de lungime maximă de la x, la xa, iar t, — ыг (Dj) 2 ij. 


Să aplicăm aceste formule pentru graiul de activităţi din figura II.6. Mai întîi vom calcula 
datele f, cu formula a). Plecám cu £, = 0. Deoarece p(2) = (1) şi p(3) = {1}, rezultă 2; = В + 
+ь= 2 şi fa = h + А, = 3. Avem р(4) = (2, 3}, deci vom calcula 


fa = шах(Ї, + la, fa + Ё) = max(7, 9) = 9. 


În continuare p(5) = 43, 4), deci 
fs = шах -+ £a, la + fas) == max(8, 13) = 13. 
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ымыы 333. 


În fine data terminării tuerării este Probleme 5 

v 

i З a | 11.2.1. Sá se determine intervalele de fluctuatie si drumul critic pentru graful de activităţi 
Să caleulám acum datele limită // cu formulele b), plecînd de la evenimentul final către din figura 111:7: j 

evenimentul inițial. : 
Avem f$ = В = 15. Următorul vîrf care va îi luat in consideraţie este vîrful 5, deoarece 

s(5) = (6). Găsim | 

HE = d$ — bo = 18. Apoi s(4) = (5, 6}, deci 

të = min(f$ — в, t — ba) = min(11, 9) = 9. 

În continuare putem alege Не vîrful 2, fie virful 3. De exemplu # = tË — fa = 4, deoarece 

s(2) = (4). Apoi găsim: | 

8 = пы ба, 8 — tas) = min(3, 8) = 3. 

Са уе neare obfinem | Fig. ШУ 

të = min(f$ — £u, tř — h) = min(0, 2) = 0. 

Evenimentele pentru care /; = {Ў vor îi tocmai evenimentele critice din graful activităţilor. 

În cazul nostru găsim că toate evenimentele cu excepţia evenimentului 2, sînt critice, 
Să observăm că dacă o activitate reprezentată de arcul (x; ху) are ambele evenimente care | 

o delimitează critice, adică Ё, = të ЯВ = ff, nu rezultă că această activitate este critică, decît | 

dacă £,— k; + tp 


De exemplu, activitatea (3, 5) din graful din figura II.6 are ambele extremităţi eveni- | : lelor (f, = 4); 
mente critice, însă nu este o operaţie critică. b) Pregătirea carierelor de exploatare şi a fundațiilor (f = 6); 


Într-adevăr, ea аге o margine totală egală cu # — f, — fas = 5 unităţi, deci execuţia ei c) Construcţia unui centru pentru personal şi administraţie (/, = 4); : 
poate admite o întirziere de cel mult 5 unităţi de timp, fără a afecta data de realizare a întregii d) Comanda si construcţia materialului electric și hidraulic (generatoare, turbine, con- 
lucrări.: În: schimb. operaţia (3, 4) este critică, deoarece f, = fa + tsa. ductă forţată ctc.) (Ь= 12); i 

Deci activitățile critice ale, grafului activităţilor se determină considerînd toate arcele, си e) Construcția uzinei (f = 10); 
ambele extremități evenimente critice şi care în plus -verifică condiția menționată. î) Construcția barajului, a digurilor şi a deversorului de За je = 24); 

: Arcele critice compun drumul sau drumurile critice ale grafului activităţilor. În cazul g) Construcţia galeriilor de fugă si a conductelor de aducțiune (£, = 7); 
exemplului considerat se obține un singur drum critic şi anume (1, 3, 4, 5, 6). Cunoscind h) Montajul uzinei şi al conductelor (f, = 10); 
datele f; si £f se pot determina intervalele de fluctuafie ale evenimentelor, cît şi marginile libere i) Probele tehnologice (f; = 3). 
și totale ale activităţilor. Evenimentele programului sînt următoarele : 


Se poate arăta că formulele a) şi b) pot ЇЇ efectiv aplicate, deoarece graful activităţilor б 1) Pornirea lucrărilor ; 
nu conţine circuite. 2) Terminarea drumurilor de acces ; 

Dacă mulţimea A a virfurilor pentru care am determinat datele aşteptate confine Ё ele- 3) Terminarea centrului pentru personal şi administraţie si a fundațiilor ; 
mente, pentru găsirea noii date /, a virfului x, € A cu formula a) sînt necesare cel mult # adu- 4) Terminarea uzinei şi a montării conductelor de aducțiune у 
nări si 6-0 comparații, acest număr maxim fiind atins cînd p(x) = А -5) Terminarea ansamblului energetic ; 


Deci numărul de comparații necesare pentru a aplica formula a) este majorat de 6) Livrarea lucrărilor către Бепей маг. 
i 111.2.3. Să se arate că orice graf orientat care nu contine circuite are cel puţin un viri x cu 


ta == max(f, + Ме, bs + fse) = max(13, 15) == 15, deoarece p(6) = (4, 5}. 


11.2.2. Să se construiască graful programului si să se determine drumul critic, intervalele de 
fluctuafie ale evenimentelor si marginile totale ale opera]iilor in urmátoarea situaţie 
de construcție a unui ansamblu hidroelectric, cu unitatea de timp luna. Operaţiile care 
trebuie să Не realizate şi duratele lor sînt următoarele : 

a) Construcţia drumurilor de acces la uzină şi la carierele pentru obtinerea maleria. 


n—1 н-2 А 9 : * bant 
(n — Dn — 2) | proprietatea р(х) = Ø si cel puţin un vîrf y astfel încît 51 = Ø. 

(#— D= Цин X 11.9.4. Se consideră graful de activităţi din figura 111.8, pentru care duratele operaţiilor au 

К-1 1251 fost scrise lingă arcele respective. | 


iar numărul de adunări este majorat de 


п—1 | Ar 


s n(n — 1) 
ей сүа 
к= 1 


Obţinem un rezultat analog pentru numărul de comparații şi de scăderi necesitat de aplicarea 
formulei b). Deci pentru determinarea intervalelor de îluctuaţie ale celor п evenimente ale unui 
program prin acest algoritm sînt necesare în total cel mult (и — 1)(n — 2) comparații si cel 
mult n(n — 1) adunări si scăderi. Fig. 111.8 


о єт 


Operaţiile reprezentate de arcul dintre vîrfurile 2 si 3 şi arcul dintre virfurile 4 şi 5 se numesc 
operaţii disjunctive, deoarece desenul din figură are următoarea interpretare: Există fie ar- 
cul (2, 3) de durată egală cu 4, fie arcul (3, 2) de durată egală cu 6. La fel pentru perechea de 
virfuri 4 si 5 există fie arcul (4, 5) de durată 2, fie arcul (5, 4) de durată 3, însă nu amindouá 
aceste arce. Să se determine orientările arcelor disjunctive astfel încît întreaga lucrare să se 
termine într-un timp cât mai scurt, adică drumul critic să aibă o lungime minimă. 


11.3. Flux maxim într-o rețea de transport 


Un grai orientat G = (X, U) se numește refea de transport dacă satisface 
următoarele condiții : 


a) există un vîrf unic a e X în care nu intră nici un arc sau о (а) = Ø, 
unde prin œ~(a) se notează mulţimea arcelor care intră în vîrful а; 


b) există un vîrf unic Р e X din care nu iese nici un arc sau o* (b) = Ø, 
unde prin c*(b) se notează mulțimea arcelor care ies din vîrful Р: 


с) С este conex și există drumuri de la ala b în G; 


d) s-a definit o funcţie с: U - В astfel încît с(и) > 0 pentru orice arc 
us, 


Virful a se numește intrarea rețelei, vîrful b se numește ieșirea refelei, iar 
numărul nenegativ c(u) se numește capacitatea arcului u. 


Un exemplu de reţea de transport cu 8 viriuri este reprezentat în figura 111.9. 


/©) á 


Fig. ИТ. 


Virful a este intrarea rețelei, vîrful b este ieșirea reţelei şi se verifică de exemplu că o7(a) = Ø 
ot(a) = {(а, 1), (а, 2), o (В) = ((4, b), (5, 9), (6, b)} Я e*(5) = в. 

Valorile capacităţii fiecărui arc au fost trecute în paranteze lîngă arcele respective. 

Graful din figura 111.9 este conex si există drumuri de la a la b, de exemplu (a, 1, 3, 
5, b) sau (а, 2, 3, 4, 5, Б). 

Un exemplu de lanţ de extremităţi a şi b care nu este drum este [(а, 2), (2, 6), (5, 6), 
(5. 8). 


O funcţie f: U э В astiel încît f(u) > 0 pentru orice arc и se numește flux 
în rețeaua de transport С cu funcția de capacitate c, care se notează G = 
== (Х, U, с), dacă sînt îndeplinite următoarele două condiţii : 


, 
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C) Condiţia de conservare a fluxului : 

Pentru orice virf x cu x za, x з b, suma fluxurilor pe arcele care intră 
în x este egală cu suma fluxurilor pe arcele care ies din x, adică: 

Ки) = У Ки) 
нЕо-(т) netot(r) 

pentru orice x e XN (a, b}. 

Să observăm că această lege are aceeași formă cu prima lege a lui Kigchhoff 
din teoria reţelelor electrice. 

M) Condiţia de mărginire a fluxului : 

Pentru orice arc al reţelei, valoarea fluxului nu poate depăși capacitatea 
arcului respectiv, adică 


Ки) < с(и) pentru orice arcu e U. 


Pentru rețeaua de transport din figura 111.9 valorile unui flux pe arce au fost reprezentate 
în figura 111.10, lîngă numărul din paranteze care reprezintă capacitatea arcului respectiv. 


Ї 


Fig. 11.10 


Se verifică condiţiile C si M relative la vîrturile şi la arcele reţelei. De exemplu, pentru vîrful 4 
condiţia de conservare se scrie: 5 +2 +0=3 +4. 


Pentru orice mulțime de vîrfuri A C X vom defini o täietură de suport A 
ca fiind mulțimea arcelor care intră în mulțimea A din exteriorul lui A și 
o vom nota astfel : i 

o (А) = {(х, у|х# А, уед si (х, y) eU). 
Vom mai nota: 

(А) = {(х, Ух eA, уФА si (х, y) е 1, 
adică mulțimea arcelor care ies din mulțimea A de virfuri. 


Capacitatea tăieturii о (А) se notează prin c(w(4)) si ea este egală prin 


definiție cu ©  c(u), adică cu suma capacităţilor arcelor care fac parte 
иЄєоу-( А) 


din tăietura considerată. 
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Pentru reţeaua de transport din figura 111.9 dacă alegem А = (4, 3, 5, b}, obţinem: 
(А) = (1,4, (1, 3), (2, 3), (6, 0)) si | 
ОЧ) == (65, 6)), iar capacitatea tăieturii de suport A este c(o7(4)) = 5 +7 +2 + 4 = 18. 


În continuare vom lucra numai cu tăieturi de această formă, avînd ca 
suport o mulțime de virfuri ale reţelei care conţine ieșirea b si nu contine 
intrarea а. 


Teorema 11.3.1. Fiind dată o rețea de transport cu intrarea a şi ieşirea b si 


un flux f, are loc egalitatea : 


у №) = x fw. (1) 


ueo (a) n€o- (b) 


Demonstrație. Egalitatea (1) exprimă faptul că fluxul care iese din a ajunge în b, deoarece 
este verificată condiţia de conservare în fiecare viri x % a, b. Sá calculám în două moduri 


suma ; 
х 0 ї(4)- У fu ` (2) 
хєХ пєо-(2) ueotíx) 
adică pentru fiecare vîrf al reţelei facem diferenţa dintre fluxul pe arcele care intră in acel 
vîrf şi fluxul pe arcele. care ies din acel vîrf şi apoi însumăm toate aceste diferențe. 
Din cauza condiţiei C de conservare a fluxului pentru orice vîrf diferit de intrare si de 
ieşire, termenul,éorespunzátor din suma (2) este nul. Deci suma (2) se reduce la 
У ju- 2 Hu), (3) 
uea- (b) uect(a) 
deoarece ог (0) = e*(b)-— Ø. | mu А 
Însă fiecare arc (x,.y) e U aparţine atit mulţimii о+(х), cît şi mulţimii c (y), cînd 
valoarea fluxului f(u) apare cu semne contrare, deci regrupînd termenii putem scrie suma (2) 
sub forma 


D (Ки) — fe) = 0. (4) 
нЕЙ 


Comparind (3) cu (4) rezultă (1). 


În continuare vom numi valoarea comună a celor două sume care apar 
în egalitatea (1) fluxul la ieşirea rețelei (care deci este egal cu fluxul la intrarea 
rețelei) și îl vom nota cu fs. 


Pentru cazul fluxului reprezentat în figura 111.10 fluxul la intrare este egal cu 8 + 4 = 
== 12, fluxul la ieşire este egal cu fa = 4 +5 +3 = 12, iar capacitatea tăieturii de suport 
А = 14, 3, 5, b} am văzut că este egală cu 18 > 12. de | 

Proprietatea fluxului la ieşire, de a fi mai mic sau egal cu capacitatea oricărei tăieturi 
are loc în orice rețea de transport, aşa cum ne indică teorema următoare. 


Teorema 1.3.2. Pentru o rețea de transport G = (X, U, c) cu intrarea a şi 
ieşirea b şi un flux f, să considerăm o mulțime oarecare de virjuri A C. X си 
proprielatea că a € A şi b e А. Au loc relațiile : 


[ь= м > ео) (5) 


ueotA) neto*(A) 
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Demonstraţie. Pentru a arăta cá fluxul la ieşirea reţelei este egal cu diferența dintre suma 
ПихигПог pe arcele care întră în mulțimea A si suma fluxurilor pe arcele care ies din mul- 
țimea de virfuri A, se poate proceda în mod analog ca pentru dernonstrarea egalităţii (1), 
considerînd suma: 


rx ш) – У fu) (6) 


TEA ucw (1) нєо(2) 
Deoarece pentru orice arc и e U există inegalitátile 0 < Кн) < c(u) putem scrie 


h= EX fu- mx js E fus X си) = бА). 
) ue A) 


иб (A) uew+HA) иёо-(А ©-( 


In cele се urmează vom studia problema determinării unui flux maxim , 
la ieşirea unei rețele de transport, pe care o vom numi pe scurt problema 
fluxului maxim. 

Algoritmul lui Ford-Fulkerson pentru obținerea unui Нах maxim. 


Pentru obţinerea unui flux maxim la ieşirea b a unei rețele de transport 
G = (X, U, c), unde capacitatea с(и) > 0 a fiecărui arc este un număr întreg, 
se procedează după cum urmează : 

1) Se pleacă de la un flux inițial care verifică condiţiile de conservare în 
fiecare vîrf si de. mărginire pe fiecare arc, de exemplu de la fluxul avînd 
componente nule pe fiecare arc al rețelei. 

Deci putem lua f(u) = 0 pentru orice arc u е U. 

2) Se determină lan|trile nesaturate de Ја a la b (adică lanţurile pe care 
Пихш poate fi mărit). Se utilizează pentru aceasta următorul procedeu de 
etichetare: 

a) Se marchează intrarea a cu 4; 

b) Un vîrf x fiind marcat, se va marca: 

— cu +x oricare viri у nemarcat cu proprietatea că arcul и = (x, y) 
este nesaturat, adică f(u) < clu); 

— си —х oricare vîrf y nemarcat cu proprietatea că arcul и = (y, x) 
are un flux nenul, adică Ки) > 0. 

Dacă prin acest procedeu de marcare se etichetează ieșirea b, atunci 
îluxul fẹ obținut la pasul curent nu este maxim. 


Se va considera un lanț format din virfuri etichetate (ale căror etichete 
au respectiv semnele -++ sau —) care uneşte a cu b si care poate fi ușor găsit 
dacă se urmăresc etichetele vírfurilor sale în sensul de la b către а. 
Fie v acest lanţ. Să notăm cu o* mulțimea arcelor (x, y) ale lui v, unde mar- 
cajul lui y are semnul +, deci care sînt orientate în sensul de la a către b 
şi cu v` mulțimea arcelor (x, y) ale lui о, unde marcajul lui y are semnul —, 
deci care sînt orientate în sensul de la b către а. 

Calenlám e, == min (c(u) — f(u)), =, = min f(u) Я = = min (e, sj). 
uevt MISI 


Din modul de etichetare rezultă e > 0. Vom mări cu e fluxul pe fiecare 
arc и ёо" si îl vom micșora cu e pe fiecare arc и € v^, obţinînd la ieșire 
un flux egal cu f,- => f». Se repetă aplicarea pasului 2 cu fluxul nou 
obținut. 

Dacă însă prin aplicarea pasului 2 nu mai pulem marca ieșirea 6, am 
obținut un flux maxim si ne oprim. În plus, mulţimea arcelor care unesc 
viriurile marcate cu virfurile nemarcate constituie o táieturá de capacitate 
minimă. 
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Din modul de definire a lui = obținem un nou flux | care verifică 0 < f'(u) < c(u) 
pentru orice arcu e U. În plus, condiţia de conservare în fiecare vîrf x жа, b este în conti- 
nuare verificată. Într-adevăr, dacă lanțul v trece prin x şi cele două arce incidente cu x 
din v aparțin amîndouă fie lui 05, fie lui v7, se mărește cu = (sau se micşorează си =) fluxul 
ре un are de intrare şi fluxul ре un аге de ieşire din x, deci condiţia C este verificată pentru 
noul flux /^. Dacă cele două arce incidente cu x aparţin unul lui о+ şi altul lui v7, atunci se 
micşorează, respectiv se măreşte cu e fluxul pe două arce, саге sint ambele sau arce de in- 
trare în x sau arce de ieşire din x. Fluxul Ја ieşire creşte deoarece fj = /, + e > fi, ultimul 
arc al lanțului о care întră їп b aparfinind mulţimii 07. 

În cazul reţelei de transport си fluxul reprezentat în figura 111.10, aplicînd procedeul 
de etichetare expus obținem că ieşirea b poate fi etichetată pe lanţul [(a, 2), (2, 6), (6 9). 
Toate arcele acestui lanţ au sensul de la a către b şi etichetele virfurilor sînt trecute lîngă 
vîrfurile respective în figura 111.10. 

Găsim e — e, = min(8 — 4, 4 — 2, 4 — 3) = 1, deci vom mări fluxul cu câte o unitate 
pe arcele (a, 2), (2, 6), (6, b), obţinînd fluxul din figura 111.11. 


Fig. IIL.11 


lesirea poate Н din nou etichetată, asa cum rezultă din figura 111.11. Pentru a găsi lanţul 
nesaturat о de Іа a Іа b, procedám astfel : b are marcajul +4, deci ultimul arc al lanţului v 
este (4, b); vîrful 4 are eticheta +5, deci arcul anterior lui (4, b) este (5, 4) si nu (4, 5) 
care are sensul dela b către а, Vîrful 5 are eticheta — 6, deci următorul arc este (5, 6); virful 6 
are marcajul +2, deci următorul arc este (2, 6); vîrful 2 are marcajul +a si deci ultimul 
аге este (a, 2). Scriind arcele obţinute în ordinea inversă găsirii lor, deducem о = Ца, 2), 
(2, 6), (6, 5), (5, 4), (4, 6)]. Caleulám e, = min(8 — 5, 4—3, 1 — 0, 6—4) = 1 ṣì є, = 
= тіп(1) = 1, deoarece о = (5, 6)}. 

Rezultă e = 1, deci vom mări fluxul cu cîte o unitate pe arcele (а, 2), (2, 6), (5, 4) si 
(4, b) şi îl vom micşora cu o unitate pe arcul (5, 6), obtinind noul flux reprezentat în fi- 
gura Ш.12. 

Acum ieşirea nu mai poate ЇЇ etichetată, deci fluxul obținut este maxim. 

Mulțimea vîrfurilor neetichetate este А = (4, 5, 6, b}, deci o7(4) = {(1, 4), (3, 4), 
(3, 5), (2, 6)), de capacitate c(o7(4)) = 14. Arcele acestei tăieturi sînt traversate de curba 
închisă desenată în figura 111.12 în jurul ieșirii b. 

Fluxul la ieşire este f; = 5 + 5 + 4 = 14 = c(e(A)). Conform teoremei 111.3.2 pentru 
orice Пих şi orice tăietură de suport A există inegalitatea : f, < c(o”(4)). Deoarece am 
găsit un îlux şi o tăietură pentru care această inegalitate să fie chiar egalitate, rezultă că 
fluxul obţinut în figura 111.12 este maxim, iar tăietura (А) are o capacitate minimă, 


Fig. IIT.12 


Teorema 11.3.3. Algoritmul lui Ford-Fulkerson are un număr finit de paşi 
pentru orice rețea de transport cu capacități numere întregi. În momentul cînd 
prin procedeul de etichetare de la pasul 2) nu mai putem eticheta ieşirea rețelei, 
fluxul obținut este maxim, iar mulțimea arcelor care unesc vir[urile etichetate 
cu virfurile care nu au putut fi etichetate formează o tăietură de capacitate minimă, 
Demonstraţie. Vom arăta mai întîi că algoritmul are un număr finit de pași, 
majorat de exemplu de E c(u), adică de suma capacităţilor arcelor саге 
НЕФ-(Ь 

intră in b. № ! 

Într-adevăr, conform teoremei 111.3.2 există inegalitatea f, < со (4)), 
deci max f, < c(o“(4)), unde о (А) este о táieturá oarecare a rețelei. Dacă 
alegem A = {b}, rezultă cá (А) = о (b). Obţinem max f, < с(о(А)) = 
== 01. 000): 

пЄо (і) 
Iniţial se pleacă cu fluxul nul pe fiecare arc sau cu un flux oarecare, deci 
fo >0 şi la fiecare pas fluxul fẹ, creşte cu = Deoarece capacităţile arcelor 
sînt numere întregi si nenegative, rezultă că valorile fluxului pe arce si 
valorile lui = sînt numere întregi, iar = > 0 implică e întreg, e > 1. 

Deci la fiecare pas fluxul f, crește cu cel puţin o unitate, deci numărul de 
pași ai algoritmului este majorat de capacitatea unei tăieturi. 

Să arătăm că, în momentul în care ieșirea nu mai poate fi marcată, fluxul 
obținut este maxim, iar mulţimea arcelor care unesc vírfurile marcate cu 
vîriurile nemarcate formează o tăietură de capacitate minimă. Pentru aceasta, 
să notăm cu A mulțimea virfurilor care nu pot fi etichetate cu algoritmul 
descris. Obtinem a + A si b e A, deoarece am presupus că ieşirea reţelei 
nu poate fi marcată. Deci о (А) formează o tăietură a rețelei de transport. 
Pentru orice arc и € о (А) obținem f(u) = c(u), deoarece din и = (x, y) 
rezultă că x A si y e A. Dacă Ки) < c(u) ar rezulta că vîrful y ar putea 
fi etichetat, ceea ce contrazice faptul că y e A. Pentru orice arc и e о? (А) 
obținem f(u) = 0, deoarece dacă и = (y, x) rezultă cá y € şi x #& A. 
Dacă f(u) > 0, vîrful y ar putea fi etichetat plecînd de la vîrful etichetat х, 
ceea ce contrazice faptul că y e A. Deci putem serie, conform egalităţii 
din (5): 

Һ= 3 (4-5 Қи = X c(u)-—c(e(A). Insă pentru orice 

uso-(A) ueot(A) ueo-(A) 
flux f şi orice táieturá о (A) existind inegalitatea f, < c(o (A)), rezultă 
că fluxul fẹ este maxim, iar táietura (А) are o capacitate minimă. 
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Am obţinut în același timp și următorul rezultat : 
m 


lar. Pentru orice refea de transport, valoarea maximă a 
olar. Эс n 

cm minimă a unei tăieturi, adică ; 

Ci 


тах f, = min Co (A). 
Acest rezultat a fost dedus în cazul са 
func[ie de capacitate с: U >R. 
Algoritmul lui Ford-Fulk 
de pași în orice rețea de tr 
(vezi problema IIL3:2; 


расИй ог întregi, însă el este у 


erson permite găsirea f] 
ansport @ pentru саге capacităţi! 


Pentru a programa efectiv Ја calculator al 
să se utilizeze o structură de date adecvată s 
arcele rețelei pot fi reprezentate prin extr 
finală, capacitatea și fluxul lor în aceast 
O altă listă poate memora marc 


ajele tuluror virfurilor diferite 
rețelei : 


De exemplu, pentru reţeaua din figura 11.11 această reprezentare poate arăta astfel : 


1 La li (1018141218181 1151 7155 
— — —— ——— 
(а, 1) (а, 2) (1, 3) 
unde primele patru poziţii ale listei £ 
dinea menţionată, următoarele 4 cea 
arcul (1, 3) s.a.m.d. 
Pentru a uşura g 
care indică рес 


1 mMemorează informaţia re 
relativă 1а arcul (a, 2) 


ăsirea arcelor care pleacă din fiec 


are virf se poate folosi o altă listă L, 
are poziţie a listei L, încep arcele care 


pleacă din fiecare virt diferit de ieșire, 
—— 
Pentru exemplul considerat, vom avea 1:1319 | n es deoarece reprezentarea 
EI E ene 
аллаа Р д 


arcelor care pleacă din а începe în poziția | a listei Їл, reprezentare 


a arcelor care pleacă 
din 1 începe în poziţia 9 a listei Д, 


a arcelor care pleacă din 2 în poziţia 17 s.a.m.d. 
Folosirea listei L, asociată cu L, face de fapt inutilă reprezentarea în 
lista L, a extremităților iniţiale : а, 1, 2, ..., ale arcelor rețelei G, Pentru a 
ușura găsirea arcelor care intră într-un vîri x, ceea ce este necesar pentru 
procesul de marcare, se poate utiliza o listă Li si o listă La asociată care să 
memoreze arcele care intră în virful І, vîrful 2, ‚ în б, în această ordine. 


În fine, lista pentru marcaj în cazul reţelei din figura 111.11 arată astiel : 


E a 
Ls | £a] за| +1] +5] —6] +2] +4] 
Ura] ral 111 +51 —6] +2] +4 


Poziţia întti din L, este rezervată 


pentru marcajul vîrfului 1, pozi(i 
virfului 2, ..., ultima pozi 


tie pentru marcajul ieşirii 5. Plecînd de 
simplu lanţul nesaturat care permite creșterea fluxului la ieşire : 
este +4, deci ultimul arc este (4, b). Pe poziția a IV-a în L 
este (5, 4). Pe poziţia 5 găsim în Ls numărul 
nu este (6, 5), ci este (5, 6) s.a.m.d, 


аа 11-а, pentru marcajul 
la lista L, se poate gási 
Ultimul marcaj din L, 
s găsim +5, deci arcul anterior 


— 6. Acest număr fiind negativ, arcul anterior 


fluxului la ieşire este egală cu capa- 


alabil pentru orice 


uxului maxim după un număr finit 
e arcelor sînt numere raţionale 


goritmul de flux maxim trebuie 
tructurii de reţea. De exemplu, 
emitatea inițială, extremitatea 
ă ordine sub forma unei liste liniare. 
de intrarea 


lativă la arcul (a, 1) în or- 
următoarele 4 cea relativă la 


În cazul reţelei din figura 111.12 lista L, arată astfel: 


La | +al al -110101010| 


deoarece vírfurile 4, 5, 6 Я b nu au putut fi marcate. 


Д [сай . | 
boc robleme de transport sint probleme de flux. n. oa să р 
supunem ei existá n depozite d Элчин b E 20 
і i ie transpo e e 4 
и. un ae din п. Problema сао Е 
fati totale care poate fi transportată я NUN ДЭЛ нэн Е 
xim în rel ў definită astfel : їшї 
maxim în дрсана și a ан o ieșire b. Mulțimea И este а a 
NEUE o © capacitate ied cu 2 Praes ЕСКИ, ы a A 
Ч . Im ! < < о 
ДЕ A " OSEE Г, e 2) o MEE corespunzátoare capa- 
titi transport de 1 blema 111.3.3). . 
паш ў rt де la x; la y; (prob A 1 
CA e a IO pl cel toate cererile în Yı, ..., Ym dacă oferta este m 


n m 
E ea а ce se > Ч х р 5 4 са toate capa- 
scrie A; > 1 а . 
mare sau e ală си cerer „ceea с i 7 


Ї i srminarea tăieturii de capaci- 
: eitátilé de transport sînt suficient de mari. Determinarea tăietu p 


tate minimă prezintă interes într-o serie de aplicații (vezi problemele 111,3.5 
şi 11.3.6). 


Probleme 


in fi 418. 
111.3.1. Să se găsească fluxul maxim în rețeaua de transport din figura ПІ 


Fig. 11.13 


11.8.2. Aceeaşi problemă pentru rețeaua de transport cu capacităţi numere Їгас опаге din 
figura 111.14. 


1 1/б/11) 4 


Fig. 1114 


7 (10/3) 
(04/11) 


t titat — Costul necesar pentru a determina accelerarea operaţiilor programului cu cite o uni- 
t rta o cantitate maximă de pro- Е л И 
Е planul de ав Күрд din x, în y, тоон tate de timp este trecut în tabelul următor: 
duse din xi, Xa, Xs in з, Yz ЖЭ : У Operația Costul Operația Costul 
cantități maxime, date în ta B | 
| (1,2) 6 (3,6) 3 
(1,3) 2 (4,5) 4 | 
a | 
(2,3) 6 (4,6) | | 
La intersecţia liniei х, cu coloana у, se găseşte cantitatea de produse саге pot fi 4 | (5,6) | | 
transportate din x, in y, —. (2,4) | | 
Disponibilul la centrele х, este dat de a, = 60, а, = 24 Я а. = 36, iar cererile Ь | | 
în centrele y, sînt următoarele : 5, = 33, b, = 19, b, = 68. Să se transforme această (2,5) 3 (5,7) 
problemă într-o problemă de Них maxim într-o reţea de transport şi să se deter- _—— лист L3 | 
mine un plan optim de transport utilizînd algoritmul lui Ford-Fulkerson. (3,4) 5 (6,7) 5 
111.3,4. Fie бо reţea de transport cu intrarea а, ieşirea b si (A) o tăietură oarecare cu 


a Aşi Бед, Să se arate că orice drum D=(a, ..., b) de la a la b in reţea con- 


tine cel puţin două vîrfuri vecine X, Я хит, astfel încît arcul (Ху, Хул) e o7(A). 


Să se determine care operaţii trebuie să fie accelerate cu cîte o unitate de timp, astiel 
П1.8.5. Două localităţi а şi b sînt le 


x i ох i i i | | 
gate printr-o reţea de drumuri cu 6 puncte de inter- încît duráta de execuţie a întregii lucrări să se scurteze cu o unitate de timp şi costul tota | 
secție. Pentru a ajunge din a in b trebuie să urmăm drumurile de la a la b din pentru scurtarea duratelor acestor operaţii să fie minim. | 
graiul din figura 111,15. Costurile de instalare a unor posturi de control al circulaţiei 


pe arcele acestui grai sînt indicate prin numerele serise în paranteze lîngă arcele 
respective. 


Fig. III.15 


Să se determine pe ce arce ale rețelei trebuie instalate posturile de control, astfel 
încît să poată fi supravegheate toate drumurile posibile de deplasare din a în b, 
iar costul total de instalare să fie minim. 

111.3.6, Se consideră graful de activităţi din figura 111.16, unde vîrful 1 reprezintă înce- | 
perea lucrării, vîriul 7 reprezintă terminarea ei, iar timpii operatori sînt numerele 
scrise în dreptul fiecărui arc. 


Fig. 111,16 
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IV. ALGORITMI $1 METODE DE REPREZENTARE 


IV.1. Noţiunea de algoritm. 


IV.1.1. Definiţia algoritmului 

Noţiunea de algoritm este o noţiune matematică foarte veche. Cuvîntul 
„algoritm “ este de origine arabă. El derivă din numele matematicianului „Abu 
Ja'far Mohammed ibn Mâsâ al Horezmi“ care a scris o carte celebră intitulată 
„Kitab al jabr w'al-muquabala*. Din titlul acestei cărți provine cuvîntul al- 
gebră. 

În evul mediu se folosea termenul de „algorism“ cu înțelesul de proces al 
efectuării operaţiilor aritmetice cu ajutorul cifrelor arabe. Se presupune că din 
asocierea cuvîntului algorism cu domeniul lui de referință, aritmetica, a rezultat 
termenul algoritm. Începînd cu anul 1950 în toate manualele de specialitate 
cuvîntul algoritm este frecvent asociat cu procesul de aflare a celui mai mare 
divizor comun a două numere naturale, așa-numitul „algoritm al lui Euclid". 
De asemenea, regulile operaţiilor aritmetice sînt denumite algoritmi de efec- 
tuare a operaţiilor respective. 

Noţiunea de algoritm nu are o definiţie matematică. În aceeași situație se 
află si alte noțiuni din matematică, cum ar fi noţiunea de mulţime. 

Prin algorilm se acceptă să se înțeleagă un sistem de calcule, care, pentru o 
anumită clasă de probleme, din condiţiile iniţiale ale problemei permite să se 
obțină soluţia problemei respective, cu ajutorul unui sir finit si ordonat de 
operaţii univoc determinate, efectuate mecanic, fără aportul creator al omului. 

Există totuși definiţii matematice riguroase pentru unele categorii de algo- 
ritmi : funcții recursive, mașini Tiiring, algoritmii normali ai lui A. A. Markov. 
S-a demonstrat că aceste clase de algoritmi sînt echivalente. S-a emis ipoteza 
că oricare dintre aceste clase definește noțiunea de algoritm. Pînă în prezent 
această ipoteză nu a fost infirmată, deoarece nu s-a găsit nici un algoritm care 
să nu poată fi reprezentat conform regulilor acestor clase. 

Un algoritm: este compus din unul sau mai mulli paşi, un pas reprezentînd 
efectuarea unei singure operații din șirul celor care alcătuiesc algoritmul. 


Exemple 
1. Algoritmul împărțirii întregi a două numere naturale 


Se stie că împărțirea întreagă a două numere constă din efectuarea unor 
scăderi succesive, pînă cînd descăzutul devine mai mic decît scăzătorul. Pentru 
fiecare scădere care se efectuează, descăzutul este rezultatul scăderii ргесе- 
dente, iar scăzătorul este impárfitorul. Rezultatul ultimei scăderi efectuate 
este tocmai restul împărțirii celor două numere, iar numărul de scăderi efec- 
tuate reprezintă citul împărţirii. 

Pașii acestui algoritm sînt constituiți de operaţiile de scădere și de operaţiile 
de comparare a descăzutului cu scázátorul. Este evident că şirul acestor ope- 
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та} este finit, deoarece descăzutul se micșorează cu fiecare nouă scădere, în 


timp ce scăzătorul rămîne neschimbat. | | 
Fie, de exemplu, numerele 17 şi 7. Ра$її algoritmului care duc la aflarea 


cîtului si restului împărțirii sînt prezentaţi în tabelul IV.1. 


Numărul 
Operația | Pasul caden 
scädere 17—7=10 1 
сошрагагс 10 «7 nu = 
scădere 10 — 7 = [3] 2 
comparare 3<7 da CHAR 


(descăzutul este mai mic decît scăzătorul) 


Tabelul IV.1 


Numärul de scăderi efectuate este 2, iar rezultatul ultimei scăderi efectuate 
este 3, deci cîtul împărțirii numărului 17 prin 7 este 2, iar restul este 3. 
2. Algoritmul lui Euclid e ide 

Acest algoritm se folosește pentru obţinerea celui mai mare divizor comun 
a două numere naturale. . | 

Notînd cele două numere naturale prin m şi n, vom presupune că m este mai 
mare decît n. wn EN 

Algoritmul constă din efectuarea unui sir de împărțiri intregi pină cînd se 
obține un rest nul. Pentru fiecare împărțire care se efectuează, împărțitorul 
este restul împărțirii precedente, iar deimpártitul este impárlitorul din мараг. 
lirea precedentă. Împărţitorul din ultima împărţire efectuată constituie ce 
mai mare divizor comun al celor două numere. "n | 

Pașii acestui algoritm sînt constituiți de operaţiile de împărțire şi de veri- 
ficare a anulării restului. Deoarece restul unei împărțiri este mai mic decit îm- 
párfitorul, şirul de resturi al împărțirilor succesive este strict descrescător, 
astiel că numărul de împărțiri din algoritm este finit. 

Fie, de exemplu, numerele 78 si 30. Pașii algoritmului care conduc la aflarea 
celui mai mare divizor comun al acestor numere sînt prezentaţi în tabelul ГУ.2. 


Pasul Operația 

78:30 = 2 rest 18 împărțire 
18 = 0 пи verificare 
30:18 = 1 rest 12 împărțire 
12 =0 nu verificare 
18:12 = 1 rest 6 împărţire 
6-0 пи veriticare 
12:10| = 2 rest 0 | împărțire 
-0 dà verificare 


Tabelul 1V.2 
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IV.1.2. Proprietăţile algoritmilor 


Orice algoritm trebuie să se bucure de următoarele trei proprietăți funda- 
mentale, numite proprietăți de bază ale algoritmilor. 
1, Claritatea. Orice algoritm trebuie să fie caracterizat printr-o descriere pre- 
cisă, riguroasă, fără ambiguităţi a tuturor acţiunilor care urmează să se execute. 
Cu alte cuvinte, un algoritm, datorită caracterului său de automatism, trebuie 
să precizeze în mod univoc toate etapele de calcul pe care le va urma execu- 
tantul algoritmului (omul sau mașina). De aceea, această proprietate este denu- 
mită uneori si unicitate. 
2. Generalitatea. Un algoritm este util dacă rezolvă nu numai o problemă par- 
ticulară, concretă, ci o întreagă clasă de probleme asemănătoare. Aceasta 
înseamnă că un algoritm trebuie să se aplice la o mulțime de sisteme de date 
inițiale. Această mulțime poartă numele de domeniu de aplicabilitate al algorit- 
mului. 
De exemplu, algoritmul lui Euclid se poate aplica la orice pereche de numere 
naturale. Vom spune deci că domeniul de aplicabilitate al algoritmului lui 
Euclid este mulțimea perechilor de numere naturale. Această proprietate este 
cunoscută si sub numele de universalitate. 


2. Eficacitatea. Orice algoritm urmărește prin execuţia sa obținerea unui anumit 
rezultat. Pentru aceasta nu este suficient ca acțiunile algoritmului să fie bine 
determinate, ci trebuie ca pentru orice sistem de date inițiale numărul de ac- 
liuni (pași) care urmează să se execute să fie finit. De aceea, această proprietate 
poartă denumirea de finitudine. La exemplele de algoritmi prezentate anterior 
s-a arătat că numărul de pași corespunzători unui sistem oarecare de date 
initiale este finit. 


1У.1.3. Structura algoritmilor 


Acţiunile componente ale unui algoritm se efectuează asupra unor date 
iniţiale sau asupra unor rezultate intermediare ale operaţiilor anterioare. АН 
datele cit și rezultatele intermediare араг ca valori ale unor variabile. O varia- 
bilă are, în cadrul unui algoritm, o semnificaţie deosebită de aceea din matema- 
tică. Astfel, în timp ce în matematică o variabilă reprezintă o nedeterminată 
сц care se pot face operații matematice fără a fi cunoscută valoarea sa, într-un 
algoritm variabilele sînt utilizate pentru a denumi date sau rezultate interme- 
diare. Deci, o variabilă este destinată să aibă o anumită valoare. Această va- 
loare poate fi totuşi schimbată pe parcursul algoritmului. Este cazul așa-numi- 
telor variabile de lucru. O variabilă de lucru este folosită pentru reținerea unui 
rezultat intermediar și poate fi refolosità pentru reținerea altui rezultat inter- 
mediar, atunci cînd rezultatul anterior пи mai este necesar pentru alte calcule. 

Acţiunile unui algoritm зе realizează sub forma unor operaţii. Aceste ope- 
гай constituie paşii algoritmului. 

ОрегаНИе care pot apărea într-un algoritm sînt de două categorii : operaţii 
de calcul și operații de decizie, 

O operaţie de calcul constă în efectuarea calculelor indicate de o expresie 
simbolică, înlocuind fiecare variabilă cu valoarea sa. Razultatul acestor calcule 
adică valoarea expresiei respective, este reţinut sub forma valorii unei varia- 
bile. Se spune, de obicei, că valoarea expresiei este atribuită variabilei respective. 
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Notaţia utilizată pentru operaţiile de calcul poate fi dedusă din următoarele 
exemple : 


x- 1 49 
а < 8: 172 
S — LUNGIME x LĂȚIME 
Х,. мш. 
D 
Observaţii 


1, Variabilele pot fi notate atît prin litere, cît și prin cuvinte, Se pot utiliza şi indici, 

2, Simbolul „<=“, care se citeşte „ia valoarea“, este întrebuințat pentru a marca atribuirea unei 
valori variabilei indicate. În matematică pentru același scop se utilizează simbolul „==“, 
Simbolul „==“ este însă folosit şi pentru relaţia de egalitate. Pentru a evita ambiguitatea în 
cadrul unui algoritm, se preferă folosirea a două simboluri distincte, astfel că simbolul „=“ 
va fi folosit numai pentru a marca relația de egalitate. 


Într-o operație de calcul se poate atribui o nouă valoare unei variabile a 
cărei valoare este utilizată în cadrul calculului respectiv. 
De exemplu, operaţia de calcul 


Xe Х? 


atribuie variabilei X o nouă valoare, egală cu vechea valoare ridicată la pătrat. 
În acest fel iese în evidență modul de succesiune a valorilor unei variabile. 
Astfel, dacă înainte de efectuarea operației de atribuire prezentate, variabila X 
are valoarea 3, după efectuarea operaţiei, aceeași variabilă va avea valoarea 9. 

Un rol deosebit de important în structura unui algoritm îl au operațiile de 
decizie. 

În general, prin operaţie de decizie se înțelege determinarea valcrii logice de 
adevăr a unei propoziţii. Propoziţiile analizate de operaţiile de decizie sînt 
propoziții enuntiative, care nu pot fi decît adevărate sau false. De obicei, aceste 
propoziții enunță cá un obiect are o anumită proprietate (de exemplu : valoarea 
variabilei X este pozitivă, variabila Y are ca valoare un număr întreg). De cele 
mai multe ori, propoziţiile asupra cărora se aplică operația de decizie se referă 
la o relaţie între două obiecte. De exemplu : valoarea variabilei X este egală 
cu valoarea variabilei Y, valoarea variabilei X se divide prin valoarea varia- 
bilei Y etc. 

Rezultatul unei operaţii de decizie îl constituie valoarea „adevărat“ sau 
„fals“ a propoziției analizate. În cadrul acestei operaţii se calculează valorile 
diferitelor expresii care constituie obiectele relaţiilor respective, (10114 cont de 
valorile variabilelor care apar în aceste expresii. Aslfel, propoziția 


Х+2>ү—1 


are valoarea logică „adevărat“ dacă, de exemplu, variabila X are valoarea 7, 
iar variabila Y valoarea 2 și valoarea logică „fals“ dacă variabilele X si У au 
valorile 3 și, respectiv, 8. " 
O importanţă deosebită în descrierea unui algoritm o are si specificarea 
succesiunii de efectuare a operaţiilor componente. . 
Inlán(uirea pasilor unui algoritm poate fi indicată implicit sáu explicit. 
Astfel, succesiunea implicită de efectuare а paşilor unui algoritm este dată 
de ordinea de prezentare a acestor paşi în cadrul algoritmului. 
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Specificarea explicită a succesiunii de efectuare a unor pași apare în cazul 
operaţiilor de decizie. În acest caz se specifică (explicit) care pas urmează să 
fie executat dacă rezultatul operaţiei de decizie este „adevărat“ si care pas 
dacă rezultaiul operaţiei este „fals“. Deoarece aceşti doi рая „următori sînt 
obligatoriu diferiţi, operaţiile de decizie reprezintă ramificații în succesiunea 
de pași ai unui algoritm. Să exemplificám cele două tipuri de operații în cadrul 
algoritmului împărţirii întregi (cu rest). 

Să notăm wariabilele acestui algoritm astfel : 

D — detmpărțitul; 


I — impártitorul ; 
G^ => сИ 
R — restul. 


Presupuriînd că variabilele D si 7 au deja valorile corespunzătoare datelor 
algoritmului, pașii acestuia sînt : 


Pasul 1. 
Pasul 2. R- D; 
3 


Pasul 3. R < /; dacă este adevărat urmează pasul 7, 
dacă este fals urmează pasul 4, 

Pasul 4. Re- R —I; 

Pasul 5. Се C 4-1; 

Pasul 6. R < I; dacă este adevărat urmează pasul 7, 


dacă este fals urmează pasul 4; 


Pasul 7. Terminarea algoritmului. 1 TR Т 

Se observă că pașii 1, 2, 4 si 5 specifică operaţiile de calcul, în timp ce pașii З 
şi 6 reprezintă operaţii de decizie. În tabelul ТУ.3 se prezintă succesiunea pa- 
silor algoritmului în cazul numerelor 17 si 7. 


Valorile variabilelor înainte Rezultatul 


Pasul de execuția pasului operaţiei 
ттеу wf pes] оО 2 decizie 
212 |(71|-1-1- 
2 17 2 0 = СЭ 
3 17 7 0 17 fals 
4 17 i 0 17 е 
5 17 7 0 10 — 
6 17 7 1 10 fals 
4 17 7 1 10 — 
5 T 7 1 3 — 
6 ЇГ Т 2 3 adevărat 
7 17 7 [2] [3| ыг 


Tabelul IV.3 


Este posibil ca să se specifice explicit următorul pas și în cazul operațiilor 
de calcul: Astfel, în exemplul anterior, observind identitatea pasilor 3 si 6, se 
poate elimina pasul 6, specificînd la pasul 5 că urmează pasul 3. 

Rezultă. astiel următorul algoritm : й 
Pasul 1. С= 0; 

Pasul 2. Re D; 
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Pasul 3. К < I, dacă este adevărat urmează pasul 6, 
dacă este fals urmează pasul 4; 

Pasul 4. Re R — I; 

Pasul 5. C — C + 1, urmează pasul 8: 

Pasul 6. Terminarea algoritmului, 

De asemenea, este posibilă specificarea implicită a pasului următor si în 
cazul operaţiilor de decizie. Totuși, deoarece într-un pas corespunzător unei 
operaţii de decizie se specifică doi pași următori, rămîne necesară specificarea 
explicită a unuia dintre aceşti doi pași. Astfel, în exemplul prezentat poate fi 
modificat pasul 3 în modul următor : 

Pasul 3. dacă R < I urmează pasul 6. : 


1\.1.4. Clasificarea algoritmilor 


În funcţie de structura lor algoritmii pot fi împărțiți în mai multe clase. 
Algoritmii liniari sînt acei algoritmi care sîht alcătuiți numai din operaţii 
de calcul. Absența operaţiilor de decizie din cadrul algoritmilor liniari are са 
elect execuţia paşilor acestor algoritmi într-o singură succesiune. În această 
categorie intră, de exemplu, algoritmul pentru calculul valorii unei expresii, 
cum аг fi algoritmul pentru calculul valorii раИпотийн ax? + bx + c, prezentat 
în continuare. 
Pasul 1. ve а; 
Pasul 2. ve o0 x x-E b; 
Pasul 3. v= 0Х x-F c; 
Pasul 4. Terminarea algoritmului. 


Algoritmii liniari sînt cei mai simpli algoritmi. 

Algoritmii cu ramificații reprezintă acei algoritmi care cuprind și operații 
de decizie printre operaţiile de calcul. În acest caz, în funcție de valorile varia- 
bilelor si de rezultatele operaţiilor de decizie, pentru un algoritm си ramificații 
există mai multe posibilităţi în ceea ce priveşte ordinea de execuţie a pasilor săi. 

Algoritmii aciclici cuprind acea categorie de algoritmi cu ramificații, pentru 
care în cadrul execuţiei nu se poate efectua de mai multe ori un același pas. 
Algoritmul rezolvării unei ecuații de gradul doi, ах? + bx 4-с = 0, este un 
exemplu de astfel de algcritm. 

Pasul 1. DELTA — b? — 4ac ; 
Pasul 2. dacă DELTA < 0 urmează pasul 5; 


paula: um EP aie ls DELTĂ, 
{ | 2а 
Pasul 4. xa- к= сыы г urmează pasul 7; . 
Рр cx 
2a 
Pasul 6. 1М-- У. 3080. 


Pasul 7. Terminarea algoritmului. 
Se observă că nu sînt posibile decît două succesiuni de pași și anume : 1, 2, 
3, 4, 7 în cazul rădăcinilor reale si 1, 2, 5; 6, 7 în cazul rădăcinilor complexe. 
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Algoritmii pentru care există posibilitatea repetării execuţiei unuia sau mai 
multor pași, alcătuiesc categoria algoritmilor ciclici. Succesiunea de paşi 
poate fi executată în mod repetat poartă denumirea de ciclu. Numărul de 
repetări ale unui ciclu poate fi fix sau variabil. v р 

Cea mai mare parte а algoritmilor utilizaţi în practică este reprezentată de 
algoritmii ciclici. Aceşti algoritmi permit o descriere concisă a unor succesiuni 
cu numerosi pași. Algoritmii ciclici sint indicati în special pentru а fi executaţi 
cu ajutorul calculatoarelor c'ectronice. În acest caz numărul mare de pași de 
efectuat este compensat de viteza mare de execuţie a operațiilor. эй 

Exemplele de algoritmi prezentate la început, algoritmul lui Euclid și algo- 
ritmul împărțirii întregi constituie algoritmi ciclici. Ciclul algoritmului lui 
Euclid este reprezentat de pașii corespunzători efectuării unei împărțiri, ын 
ciclul algoritmului împărțirii întregi este formal din pașii corespunzători еес- 
tuării unei scăderi. н a 

Un algoritm ciclic poate avea mai multe cicluri, acestea putind fi incluse 
unul in altul. 


1У.1.5. Exerciţii 


1. Fie N un numár natural. Este corect urmátorul algoritm ; 


Pasul 1, М ~ 2№ +1 

Pasul 2. Dacă М = 0 atunci urmează pasul 4; 
Pasul 3. M — M — 2, urmează pasul 2; 

Pasul 4. Terminarea algoritmului. 


2. Se dà algoritmul : 
Pasul 1. 141: 
Pasul 2. S- 1; 
Pasul 3. 5 < SX P; 
Pasul 4. 1-1- 2: 
Pasul 5. Dacă / ss 5 atunci urmează pasul 3; 
Pasul 6. Terminarea algoritmului. 
Care este valoarea lui $ la terminarea algoritmului ? 


8. Să se scrie pașii algoritmului lui Euclid pentru numerele 459 şi 170. 


4, Se dă polinomul Р(х) = а„х* + ах + ах? + Qax + aa. Să se alcătuiască un algoritm care 
să calculeze valoarea Р(х,). 


5. Să se găsească un algoritm care să determine cel mai mare număr dintre trei numere date. 


6. Folosind schema lui Horner să se conceapă un algoritm care să calculeze cîtul şi restul împăr- 
{ги polinomului ахз + bx? + cx +d la x х. 


7, Să se scrie un algoritm pentru calculul sumei primilor n termeni ai unei progresii geometrice 
cu гаНа 9 Я primul termen а. 


: mei s де жайы ур 
8. Să se conceapă un algoritm pentru calculul numărului de combinári С. 
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IV.2. Metode de reprezentare a algoritmilor 
IV.2.1. Scheme logice 


Cea mai simplă metodă de reprezentare a algoritmilor este metoda folosită 
în exemplele anterioare, care utilizează pentru descrierea fiecărui pas al algorit- 
mului un limbaj apropiat de cel obişnuit. 

Schemele logice constituie forme grafice mai sugestive de reprezentare a 
algoritmilor, cu o răspîndire largă, o schemă logică fiind alcătuită din blocuri 
între care se stabilesc legături orientate (săgeți). Blocurile au diferite forme gra- 
fice, în funcţie de acţiunile (pașii) pe care le (îi) reprezintă (tabelul IV.4). 


Denumirea blocului 


Terminal 


De calcul 


decizie 


intrare 


iesire 


procedură 


Tabelul IV.4 


Operaţiile de calcul sînt reprezentate prin blocuri de calcul, iar operaţiile 
de decizie prin blocuri de decizie. 

Pentru a pune în evidenţă începutul sau siîrșitul unei scheme logice se uti- 
lizează blocuri terminale. 

Datele de intrare ale algoritmului precum şi rezultatele acestuia sînt puse 
în evidenţă cu ajutorul unor blocuri de intrare-iesire. 

Legáturile care se stabilesc intre blocuri reprezintă succesiunea efectuării 
acțiunilor reprezentate de blocurile respective. 

Se remarcă, la blocurile de decizie, legăturile corespunzătoare celor două 
rezultate posibile ale operaţiei de decizie. 

Schema logică a algoritmului împărțirii întregi este prezentată în figura IV.1. 

Pentru a simplifica trasarea legăturilor, precum și pentru a ușura urmărirea 
succesiunii pasilor unui algoritm se obișnuiește ca aceste linii de legătură să fie 
parcurse de sus în jos sau de la stînga la dreapta. Liniile de legătură care nece- 
sită să fie parcurse în alt mod trebuie să fie desenate sub formă de săgeți. Este 
însă recomandabil ca toate liniile să fie trasate sub formă de săgeți. 

Pentru а nu diminua claritatea unei scheme logice se recomandă evitarea 
intersectării liniilor de legătură. Dacă totuși unele intersectări nu pot fi elimi- 
nate, există un simbol special, denumit conector, care permite întreruperea unei 
linii de legătură. Un conector este alcătuit dintr-un сегсше{ în care se înscrie 
o literă sau cifrá. Se presupune că între două simboluri conector саге conțin 


109 


Fig. ТУЛ . Fig. IV.2 


aceeași literă sau aceeași cifră există o linie de legătură netrasată. In figura IV.2 
se prezintă un exemplu de utilizare a acestui tip de simboluri. 

Pe măsură ce un algoritm este mai complex, schema sa logică cuprinde mai 
multe blocuri, iar legăturile necesare sînt mai numeroase, Pentru- a simplifica 
descrierea unui algoritm mai complex, se pot folosi operaţii complexe, a căror 
efectuare să reprezinte de fapt execuţia unui întreg algoritm. De exemplu, în 
cadrul algoritmului lui Euclid se poate folosi operaţia de împărţire cu rest, 
pentru a cărei efectuare se poate utiliza algoritmul împărțirii întregi prezentat 
anterior. Pentru reprezentarea acestor operaţii speciale se foloseşte în schemele 
logice un tip de bloc denumit bloc de procedură (vezi tabelul 1V.4). În figura IV.3 
se poate urmări reprezentarea algoritmului lui Euclid în care s-a utilizat algo- 
ritmul împărţirii cu rest. Se observă că blocul de procedură din figura IV.3 
descrie aplicarea algoritmului împărțirii întregi pentru valorile variabilelor M 
si №, obţinînd ca rezultate valorile variabilelor P si Q. 
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INITIALIZARE 


INITIALIZARE 


RELUARE 


———— 


f. SCÁDERE |) 
pum 
| PHI | 


Rezultate 
CR 


Rezultat 
N 


( RELUARE 


Fig. IV.4 


Fig. IV.3 


Un bloc de procedură poate fi însă folosit si 
bloc de dură olosit iune di 
sippia logică, porțiune care este descri ок „Г 
u о notație de acest fel algoritmul împărțirii întregi apare ca în figura IV.4. 


г MM i algoritm corect si a unei scheme logice clare într-un timp scurt si cu un 
iyd ad mic constituie scopul cercetărilor în domeniul programării. S-au obţinut bune re- 
кз ы osind metoda programării structurate, apărută în 1965. 
beso дсн programării structurate un algoritm poate să fie realizat folosind o com- 
a ie = pics pisei elementare : liniară, alternativă si repetitivă (Не. IV.5). S-a 
aratat са orice algoritm descris de o schemă logică i i Să fie repr 
m ; im des 4 poate fi transformat astfel ca să fie repre- 
и (rnm structurată, In figura IV.6 se prezintă algoritmul împărțirii Send 
a Structurata, Singura modificare necesară (faţă de fig і 
t 5 : E 2 в. 1Ү.1) a fost I izie 
Sem respectivă s-a înlocuit cu relația complementară. “НО IERI 
iructura alternativă corespunde in limbajul curent unei propoziții condiţionale de forma: 
dacă C atunci B altfel A. | 


ll 


NU 


DA 


Fig. IV.5 


În cazul algoritmilor, structura alternativă corespunde unei operaţii de decizie de forma 
dacă propoziţia C este adevărată, 
atunci urmează pasul i; 
altfel urmează pasul j. 


DA NU 


1 
mum =m- 


Fig. ТУЛ 


Pentru ca structura alternativă să fie 
corect construită este însă necesar ca să 
urmeze acelaşi pas, atît după succesiunea 
de paşi corespunzătoare blocului de proce- 
dură A, cît și după succesiunea corespun- 
zătoare blocului de procedură B. 

Structura alternativă poate fi utilizată 
şi sub o formă simplificată, dacă una dintre 
alternative nu conţine nici un pas. Grafic, 
această situaţie se prezintă ca în figura IV.7. 

Structura respectivă corespunde în lim- 
bajul curent unei propoziţii de forma: 
atit timp cât este adevărată С execută A. 

În cazul algoritmilor structura repeti- 
tivă corespunde ciclurilor de paşi, propo- 
zitia C determinind numărul de repetări 
ale ciclului, 


IV.22. Exerciţii 


1. Să se alcătuiască schema logică a unui algoritm care să calculeze n ! cînd se dă n. 
9, Să se alcătuiască schema logică a algoritmului pentru rezolvarea ecuației 


ах? + bx + с= 0. 
3. Ce valoare are $ cînd se termină execuţia algoritmilor reprezentaţi de schemele logice din 
figura IV.8. 
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Fig. IV.8 


4. Să se alcătuiască schemele logice ale algoritmilor descrişi în еше 4, 5, 6 şi 7 din para- 


graful anterior. : 
5. Se dă șirul {ак}, & = 1, 2, ... ai cărui termeni sînt deliniti de relaţia : 
1 b 
ава = zle + 2): а,= 1. 
Să se e alcătuiască algoritmul pentru calculul valorii termenului йд. 
Să 5 se deseneze schema logică a acestui algoritm, 
6. Să se alcătuiască algoritmii şi schemele logice pentru calculul următoarelor sume : 
a) $— I +5 +... + n +1) 
b) S— 11 21431 + eco | 
c) S= Ci +0 +C 4... + С. 


B — Matematică aplicată în tehnica de calcul cl. a X-a — cd. 23 
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Indicaţii și răspunsuri 


Cap. 1 


11.3. 1. 2) хип) = xt (П = я (к x zeu — x: b) putri 
па = уг я pupNz=yNz; 9 хи yus usi G ШИ Cau xui y. 
2: x zex D z= x astiel că (x L4.) 32 = (x 12) LE (у па = ay Г12)-4. Ъ) п=2; 
а: = р şi а, =. Fie а; Жа şi É d, Q L) @, = и == а, => й,-= la, iar а: (10, = р == а, > 
= а: = a imposibil, deoarece d, 05. 4. b) 8; c) 5. 5. a) aa — a(a + 0y=a; b) da = 0 
şi а а= 1 а= а; c) 40 — 0 + 0а = 0; d) a + 11 + L-a = 1676) 1:0=0 şi 14 
40-1- 1 X0; f) 1=0 = 0; 6. В, planul. 8. a'n = n'= n C üpértni orice a şi a + и == 


= u=aLl и pentru orice а. 9. а) 1; b) 0; c) 1. | 

124, 1. a) x; b) b; 90: x, & a) 1; b) 0; с) 0. 6. à) da; b) da; с iu. 

1.3.3. 1. a) x; b) дядя: с) ab 4. cd; d) ac + йс + abe. 2. ах; b) ak © (а + 
+96 + 92 + d 4 d): d) (аж Bb -- ca +- с). 3. b, e, e, f. 4. а) авс + абс + abc + 
+ abc; b) хуг + xyz + ХУ; că хаха + Я 1,84 б. а) (а +0 + та + Б + д(а + b+ 
+A +640; b) (ty + 2(# +и+2@ 0 HA +0 20 9 Hz ©) (et x 
+ х) + xs + а)ба + Fa T Xa + Ba + X) d Xs HF). 6. a) ‘абс + abcd + abed + 
40524 + abod + abëd + abcd + абса ;.. ^b) (a+b 4. c4 (а + 4 da +5 -044 
(a --b 4c da b са ьс + cd d)a--b-- cd. 

1.4.8. 1. a) 0; b) Xs. © x +y +2; d) a b +0. 2. a) abc + abd; b) хуг; c) дах, + 
ЗХУ dx. d) ab лаа: e) i. 3. a) ху-Е Ха: b) ab 4- 8c 4- aci €) xix, ui 24, a Г; ^b) 
хахха; C) ab. 5. a) ac + bc; b) bd; c) x +y +2. 6. b) хуг + xyz + xyz + xy; (xy 
+ 2x +0 + ®)(х 4 3 236 чу: ©): xz + yz Теа) fa = iis Xa 
Ч ях, F Жалла, fa = ааа + XiXaXs + Fola - Haas H aXX. db Хүй Ха, fa = Ла + 
хуа» + ак: b) А = (a + X: + x + я + ESTESA tx. + хз), fe = (х + xix) 
+ Xa + ха), = (xı +X: + x) + + xy T. + Xa НЕ 5. + я) ЯЕ Ха ха); с) 
к= ылу a RES fad Xa b fam + Жаль. & а) ABC + ABG + 
+ ABC + АВС = АС + АВ; b) АВС + ABC + ABC = ABG + BC c) ABE + АВб+ 


+ ABC. 9,2) C4.b AB + 4B;:0) AB; d) АС + АВ.+ BC; 14. в) abed + abod:-+.abed + 


+ abcd + abcd + abcd + abcd; b) abcd + abcd +: abcd + abcd zh abad + abcd. + abed; c) 
abcde + abcde + abcde + abcde + abcde + abcde + abcde + abcde + abede 3) абсаг + abcáe T 
+ abcde + абсае + abede + abcde. 12. a) c+d+ ab; БЕ w + n E "х2 ud а XX. 
e) bá 4- abc. нэ Р хал! 


І 


5.6. 1. а) х. F Xka ЧЫ, Хур Xs; b) (i + хх) | (Хаха + #3)х, + ха F) = 
= а +); © @ + БОС? НА) (хх, + 2%) = ХХ... 2, а) аа; ‚а: ааа, pia + 
Fasas; b) bc 4- a(b 4 0а + b + с) + абс; с) [(% + дж + curatata 8. а) (29): (85) 45 —- 
—a-4 bc; b) abcd + abcd + abcd -+ abcd = cd; c) abd+ abd 4- abc + ac- ab +c. B. i 
lig. V.1). 6. (vezi fig. V.2). 7. (vezi fig. V.3). dh 


o b (2 


Fig. V1 


Fig. V.2 


(:0,0,-6,0, + C.D, 


Сар, Il 


11.1.1. Se obțin 13 lanţuri elementare, 7 care încep cu muchia [1, 2] si 6 care încep cu muchia 
[1, 3]. 


11.1.2. Se va гайопа prin reducere la absurd. 


1.1.3. Dacă G conţine un vîrf izolat x, toate muchiile lui G unesc virfuri diferite de x, deci 


т = бы. 


11.4. Numărul maxim de muchii ale lui G se obţine cînd fiecare componentă conexá este un 
subgrai complet. Presupunînd că există două componente care conţin ni, respectiv n, vîrturi, 
astfel încît n, > n; > 2, vom face următoarea transformare: Suprimăm un vîrf х din сотро- 
nenta cu n, virfuri si îl ducem în componenta cu и; vîriuri, unindu-l prin muchii cu toate cele n, 
vîriuri deja existente. Se obţine un nou graf Сү cu m, muchii şi 


ту== m — (na 1) ru m + (а= п) 1рет 4+1, 


ceea ce contrazice maximalitatea graiului G. Deci G are p componente care conţin respectiv 
n= pl; т, 01: cînd эл == СЗ он. 


11.1.5. Presupunînd prin reducere la absurd cá С contine п vírfuri de grade diferite, rezultă cá 
şirul gradelor lui G este: 0, 1, 2,..., n — I. Deci С contine în același timp un vîrf izolat si un 
vîrf adiacent cu toate celelalte vîriuri, ceea ce este contradictoriu. 


11.1.6. Pentru grafurile din figura 11.14 bijecţia f se definește de exemplu prin : 1) = а, f(2) = 
= с, КЗ) = e, }(4) = b, ](5) = d şi pentru graturile din figura 11.15 prin: f(1)= a, f(2) = b, 
КЗ) = c, КА = d, f(5) = e, Кб) = f, }(7) = h, М8) = j, 49) = в, К10)--4, urmărind ciclurile 
elementare din cele două graiuri. 


11.1.7. Să presupunem că G nu este conex. Dacă virfurile x și y din G nu sînt adiacente, rezultă 
că ele sînt adiacente în G. 


Deci x Я y aparţin unei aceleiași componente conexe a lui G. Graful G mai confine cel putin 
o altă componentă conexă, deci există un vîrf z care nu aparţine în graful G unei aceleiaşi com- 
ponente cu x si си y. 


Rezultă că x și z, respectiv y şi z nu sînt adiacente în G, adică [x, z] e U și [z, y] € U, 
deci x si y sînt legate printr-un lanţ de lungime egală cu doi. Deci G este conex, 


П.1.8. Fiecare din cele С° = E muchii ale graiului complet K, poate fi aleasă sau nu 


(n — 1) 
2 


ca muchie a unui graf cu aceeaşi mulţime de vîrfuri. 


> . Y 2 . P А 
Deci există 26» grafuri cu п vârfuri date. 


1.1.9. Din definiția dată rezultă că relaţia binară este simetrică si reflezivă. Dacă L,— 


= [х,...‚,] st ДУ, нь. Z] rezultă că L= [x, n i i a 2] este un lanț de la x la z, deci 
relația binară ~ este tranzitivà. 
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11.1.10. Să presupunem, prin reducere la absurd, că orice үй! x al lui G are gradul 4(х) > 3. 


Fie; 
Ета 2] 


undep > 4, ип cel mai lung lanţ elementar care pleacă din Хү, Rezultă că x, este adiacent numai 
cu vîrfuri din mulțimea [x,, ..., x, ,). Virful x, are gradul cel puțin 3 şi este adiacent cu x, ,, 
deci există doi indici | ҳе < s < р — 2 astfel încât x, să Пе adiacent cu x, şi x,. Ciclurile ele- 
mentare С, == [x,, Хууль ..., Жу, Xs] ŞI Co == [£r Хи, +: Ха, Ху, X,] sint impare conform ipo- 
tezei. Însă ciclul elementar C, = [КЕ Жаз ves о з este par, ceea ce contrazice ipoteza. 


1.1.11. Virfurile 4, 5 şi 6 nu pot aparține două cîte două unui aceluiași subgraf complet, 


Fiecare din ele aparține unui număr de 6 subgrafuri complete cu 3 virfuri. Se obţin în total 
18 subgrafuri complete cu 3 vírfuri. 


11.2.1. Cele două grafuri izomorfe din figura 11.15 nu sînt hamiltoniene. 
Graful din figura 11.21 este hamiltoniar, un ciclu hamiltonian fiind : 


2,200. 11; 10, 9, 8, 4,5, 6б, 7, 8, 1]. 


П.2:2, Din cele 8 cicluri hamiltoniene alc grafului dat există două cu un cost minim, egal cu 
12 unităţi şi anume: [А, E, B, C, D, А] Я [А, D, C, B, E, А]. Răspunde cerinţelor problemei 
чеш 2,5, B.C, DA]; 


1.2.3. Virfurile 2 şi 6 avînd gradul egal cu 2, rezultă că ciclul hamiltonian conţine muchiile 
ЇР, 2], (2, 4] şi (5, 6], (6, 7]. 

Se obţin deci patru cicluri hamiltoniene, dintre care ciclul ЇР, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 11, 9, 
10, 1,.3, Р] are o lungime totală minimă, egală cu 33 unităţi, J 


1.2.4. Notind cu H(t) numărul ciclurilor hamiltoniene ale graiului K, obținem H(3)- 1 si 
Н(п + 1) = nH(n), deoarece virful X441 poate [i intercalat în n noduri distincte printre үй 
оге, Хү, ..., x, ale unui ciclu hamiltonian. cu n virfuri pentru a obtine un ciclu, hamiltonian 
сип + 1 virfuri. Demonstrația rezultă prin inducţie după n. | Pa | 


11.2.5. Dacă notăm cu X mulţimea virturilor lui Kw Не C un ciclu elementar си ё virfuri 
(3 < k < n), care formează mulţimea A, al lui К». Considerind subgraful lui К, indus de A, 
el este un graf complet care admite pe C drept ciclu hamiltonian. Deoarece A poate fi aleasă: 
în X în CE moduri, ținînd seama de problema precedentă, rezultă că numărul ciclurilor elemen- 
tare cu k virfuri ale lui К, este egal cu | 


c (feat) ые, „nn — 1)...(n — #1) 
Е 2 Ё А 
Insumind aceste numere pentru k = 3, хээ, п Se obţine rezultatul căutat. 


11.3.1. [1, 2, 3, 4, 5, 6, 4, 7, 6, 8, 7, 2, 10, 8, 9, 10, 1]. Acest ciclu nu este unic. 


113.2. Graful conţine 6 virfuri de grad impar şi anume: 2, 3, 4, 7, 8, 9, deci sînt necesare 


cel putin 3 noi muchii pentru ca gradele tuturor vîriurilor să fie pare, deci ca graful obținut să 
fie eulerian. 


Dacă adăugăm de exemplu muchiile : [2, 9], [3, 7] si [4, 8], această condiţie va fi verificată 
Я graful obţinut are ип ciclu eulerian. 


1.3.3. Se vor adăuga trei noi muchii, de exemplu [1, 2), (6, 10] şi (3, 7]. 


11.3.4. Dacă G are gradele tuturor vírfurilor numere pare, rezultă din teorema: demonstrată cá 
fiecare componentă conexă diferită de un vîrf izolat conține un ciclu eulerian, Dar fiecare ciclu 
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culerian se poate scrie ca o reuniune de cicluri elementare, parcurgind ciclul eulerian plecînd 
dintr-un virf x. Pentru a demonstra necesitatea, să observăm că fiecare ciclu elementar care 
trece printr-un vîrf x al graiului G utilizează două muchii incidente cu x. Considerind una din 
muchiile rămase, ea aparţine unui alt ciclu împreună cu o altă muchie incidentă cu x ş.a.m.d. 
Deci d(x) este par. | TT ; 
11.3.5. Se consideră graful obținut din G în modul următor : se adaugă un nou vîrf ц împreună 
cu muchiile [u, x] şi [u, y]. 

П.4.1. Se obţin trei aibori рагай minimi. Unul dintre ei are muchiile (6, 7], [1, 6], [1, 4]; 
[1, 2], [2, 3] si [4, 5]. 

П.4.2. а) => b) rezultă din propoziţia 11.4.2. 

Dacă are loc b), G fiind conex conţine un arbore parţial A. Deoarece A are n — 1 muchii 
rezultă că С = A, deci G nu contine cicluri, adică are loc с). Dacă are loc c), să presupunem prin 
reducere la absurd cá G nu este conex. Rezultă că G are р > 2 componente conexe care contin 
respectiv n, ... n, vârfuri. G fiind fără cicluri, fiecare componentă conexă este un arbore, 
deci G are (n — 1) +... +(ap— 1)=п—р<п— 1 muchii, contradicție. Deci С este 
arbore si c) = a). 


П.4.3. С fiind conex conţine un arbore parţial A. Suprimínd cîte un virf terminal al lui А si 
al subarborilor care se obţin în acest mod găsim un subarbore A, al lui A cu k vîrfuri. Subgraful 
lui G care are aceeași multime de vîriuri cu A, satisface condiţiile problemei. 


11.4.4. Să presupunem prin reducere la absurd că există un graf С cu n vîrfuri şi cel puţin n 


muchii care nu conţine nici un ciclu, 

Rezultă cá G are p > 1 componente conexe; fiecare este un arbore-şi 21е contin respectiv 
т, sens По Virfuri. Deci G are (m — 1) +... + (9. = 1)==п— p < п — 1 muchii, contra, 
dicție. | E євс i i i 
114.5. Să presupunem că prit eliminarea anumitor muchii din G am obtinut un grai fără ci- 
cluri, cu p componente conexe care'sînt arbori si contin m, ..., n, virfuri. Acest graf are 
(14-01) + :.. +(np— 1)=п—р<=п— 1 muchii. Deci din graful G trebuie eliminate 
cel puţin m — (n — Ily— m — n + 1 muchii, acest număr fiind suficient pentru a obţine un 
grai fără cicluri dacă se suprimă toate muchiile care nu aparţin unui-arbore partial al lui G- 


1.4.6. Condiţia este necesară, deoarece d, +... + d, = 2m = 2(n — 1). Suficienta se demon- 
strează prin inducţie după и. Pentru и = 2 obținem un singur arbore cu d, = d, = 1. Pre- 
supunind proprietatea adevărată pentru n, Не numerele d, > ... > dayı > 1 cu di +... 
«na + dupa = 2n. Rezultă dap: = 1. Deci d, -+ ... + d, = 2n — 1. Obtinem d, > 2, deoarece 
În caz contrar am avea d; +... + d, = n < 2n — 1. Notind d; = d, — 1, rezultă dj + d, + 
+... d, = 2n — 2 şi conform ipotezei de inducţie există un arbore A, cu gradele celor n 


vîrfuri egale respectiv cu d, — 1, da, ..., du. 
Arborele căutat A se obține din A, considerînd un nou vîrf pe саге îl legăm printr-o muchie 
d e vîrful lui А, de grad d, — 1. 


11.5,1. Dacă facem convenţia ca operaţiile de aceeaşi prioritate să se efectueze de la stînga la 
dreapta, se obţin rezultatele: a) ** + xy 4- yz +2. Ч 35, 
Беня јок 3 5555 1,х9:1,)2" 2* иЗ, 
-4/7-хйЫ-и2/--у2:-423/-2Х--Х/. 

d — ++ 143 16311 с3*3З*а*фс. 

е) хи гд! х уга- * 1413. 

) + ta tbc/x+2/yz. 
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si Se utilizează inducția după n > 2. Orice expresie aritmetică cu n operanzi conţine n — 1 
operatori. 


1.5.3. a. 5xyz — Фу — 3z; 


b.: — 2 Ч Үгээ 
1 х" 
pM. 
z 


d. ((x + 3a(y — 1) +207 + 5). 


11.5.4. Deoarece 22 < 10 < 2* obținem un arbore binar complet cu 6 virfuri terminale pe ni- 
velul 3 si 4 virfuri terminale pe nivelul 4. | i 


11.5.5. Dacă alfabetul contine literele 01, йз, ..., аз În această ordine, deci putem scrie: а, < 
=: <... < аа, ordinea cuvintelor formate cu aceste litere intr-ur dicționar se defineşte 
astfel > cuvîntul x= x,...x, spunem că este mai mic decit cuvîntul y = у,...у„ si el va fi 
scris în dicţionar înaintea cuvintului и dacă: | 

a) x este un început propriu al lui y, adică m > n Яд, == Yis ...,) Xa = g,sau: 

b) există un indice p > 1 astfel încît : E Misa Хир, sb. x, < у. 

Această relaţie de ordine este o relație de ordine totală, adică pentru x x y avem sau x < y 
Sau y < x. : 


1.5.6. Intii se sortează cele 1 000 000 de numere, adică se obţine un sir : 
Ui За, <... X di оооооо. 


Apoi se parcurge secvențial lista acestor numere, mătind cu o unitate valoarea unui contor c 
de fiecare dată cînd întîlnim un nou număr, conform următorului algoritm ` 
2051, \ i зг f : 
I а | T 
3. i = 1000000 ? Dacă da, ne oprim. Dacă nu, {recem la pasul următor ; 
‚Фу > а? Dacă da, c с + 1 si mergem la 5. Dacă nu, mergem la 5. 
„ÎI Я ве merge 1473. 7 | Ы ELE 


La siirgitul aplicării algoritmului valoarea variabilei с va indica răspunsul la problemă, 


П.5;7. Dacă comparám toate cele C2, perechi de cuvinte binare trebuie să facem 8 002 000 
comparații. 

Pentru a reduce numărul comparaţiilor, procedăm astfel : Se sortează întîi fişierul, astfel 
încît а, <а, <... < aj. Trebuie să verificám condiția a; + а, = c, unde suma зе fâce în 
baza 2 şi c = 11...1,. Tinind seama că fișierul este sortat, putem proceda astfel: . 


1, £— 1, j+ 4001 si apoi se repetă раѕш :2 pînă cînd j <i; 

2. Dacă a, + а, = c, зе tipăreşte perechea (ас, a). Se stabileşte i+ i - (-1--011 
Dacă a; +a, < с, se face ic i 4 1; ү i d 
Dacă а, + а; > с, se Тасе je j — 1- 


Se observă cá la pasul 2 se fac cel mult n — 1 comparații си c, dacă sint n cuvinte în fișier. 
Deci în cazul nostru se fac cel mult 4 000 comparații. Pentru a sorta cele 4 001. cuvinte binare, 
considerate ca numere scrise în baza 2, mai sint necesare cel mult 48 000 comparații. Rezultă 
un total de cel mult 52 000 comparații. N 


11.5.8. Se construieşte un arbore binar complet de sortare cu virfurile terminale pe cel mult 
două nivele consecutive. Cei n jucători se asociază celor n virfuri terminale, fiecare nod tată 
avind asociat ciştigătorul meciului direct dintre cei doi fii ai săi. Cistigátorul turneului va fi 
asociat rădăcinii arborelui. Pentru а găsi al II-lea cel mai bun jucător trebuie să joace între ei 
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învinşii campionului. Am văzut cá sint suficiente г = [loga n] comparații la nivelele z, r — 1, ... 
р deci [loga n] meciuri. Dacă п = 2", acest număr de meciuri se reduce Іа г — 1, deoarece 
toate nodurile terminale sînt la nivelul r, deci trebuie făcute noi comparații la nivelele r — 1, 
Pe Dieu. 


1.5.9. Algoritmul schimbă între ele oricare două numere vecine, dintre care се! mai mare se 
găseşte înaintea celui mai mic. La fiecare etapă indicele i are proprietatea că înregistrările 
йз, «e «n Ол Se găsesc în poziţia lor finală, Dacă f == 0, înseamnă că şirul de numere obținut 
verifică proprietatea a, < ад: pentru ј = l, ..., i — 1; Cum numerele Qipis ++» Qs Se găsesc 
în poziţiile finale, rezultă că şirul este sortat şi ne oprim, 


Dacă definim o inversiune ca fiind o pereche de numere (a; aj) cu i < j Я а, > ар, rezultă 
că șirul а, ..., a, саге trebuie sortat prezintă cel mult C; inversiuni, în cazul cînd a, > а, > 
>... > ал. Şirul а, ..., а, este sortat dacă si numai dacă el prezintă zero inversiuni. 

Dacă a; > ара, prin interschimbarea numerelor а; Şi азл între ele, șirul obţinut are cu o 
inversiune mai puţin decît şirul de la care am plecat. Deci după un număr finit de interschim- 
bári obținem un şir cu zero inversiuni, deci un sir sortat. 


1.5.19. Se compară primele numere din cele două şiruri sortate, iar cel mai mic se trece în 
şirul final. Se repetă operaţia pentru şirurile obţinute ş.a.m.d. Cînd unul din şiruri este epuizat, 
toate numerele rămase în celălalt se trec în şirul final, ele fiind cele mai marl elemente din cele 
două şiruri. Putem deci serie: 
1. Se stabilește i- 1, j- К ke1. 
2. Dacă a, < Бу, mergi la pasul 3, altfel treci la pasul 5. 
3. Se fac atribuirile cp — а, & — k +1, ie i + 1. Раса! < m, mergi la 2. În caz contrar, 
treci la разы! următor, y" 
4. Stabileşte (cy, ..., Cmpa) (Ёл ..., ba) Я termină algoritmul. 
5. Stabileşte c; bp k k + Ь1- j +1. Dacă j < п, mergi la 2, ан! treci la pasul 
următor, ий. à сай. 
6. Stabileşte (cr, ..., Corn) (au ..., аы) Şi termină aplicareà algoritmului. 


.. Та paşii 4, respectiv 6 ajungem cînd unul din şiruri este parcurs în întregime, copiind în 
şirul final, ceea ce a mai rămas din celălalt şir. 

La Несаге comparaţie de la pasul 2 transmitem în şirul final с, ..., c4, , cel puţin un număr, 
la paşii 3 sau 5. Deoarece ultimul număr este trecut în şirul final fără nici o comparaţie, rezultă 
că acest algoritm de interclasare necesită cel mult m + n— 1 comparații. 

Acest număr maxim de comparații este atins cînd de exemplu avem шах (a, ..., a, 3) < 
< b, За, > Ba. 


П.5.11. Algoritmul de căutare este următorul : 
Liel. 
2. b= а,? Da: Stop. Căutarea a avut succes, Ми: Treci la pasul următor. 
3. b  a,? Ра: Stop, Căutarea nu a avut succes. Ми: Treci la pasul următor. 
4. i= 4? ра: Stop. Căutarea nu a avut succes şi b > a, 
Nu: йе Е ТЯ se merge la pasul 2. 


Н.5.12. În cazul arborelui de căutare din figura 11.48 numărul total de comparații în cazul 
unei căutări сй succes este egal cu 8. 


бо 


Deci numărul mediu de comparații în cazul unei căutări cu succes este egal cu — =2 


> | 


comparații. 
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Dată -b < a, ajungem în nodul terminal numerotat cu 0-5 facem 2 comparații: cu а; si 
cu а, etc. 
Deci numărul total de comparații pentru căutările fără succes este egal си 12, iar numărul 


mediu este egal cu Za 2,4 comparații. 


Pentru arborele de căutare din figura 11.49 obținem în mod analog numărul mediu de 
comparații pentru căutarea cu succes egal cu 2,5 comparații. Pentru căutarea fără succes numă- 
rul mediu de comparații este egal си 2,8. 

Rezultă că arborele de căutare din figura 11.48 este superior arborelui din figura 11.49 în 
ceea ce priveşte realizarea unui rtumár mediu cît mai mic de comparații, 


П.5,13. Se poate aplica următoarea idee : Ori de cîte ori o înregistrare a fost localizată cu succes, 
ea este deplasată la începutul benzii, provocînd translaţia celorlalte înregistrări, în aceeaşi 
ordine, către sfîrșitul benzii. 

După ce s-au făcut un număr de căutări cu succes ale înregistrărilor de pe bandă, înregis- 
trările mai des căutate vor ocupa poziţii mai apropiate de începutul benzii. 


Cap. Ш 


Ш.1:1. Se găsesc 4 drumuri care folosesc arcul (1, 3) Я 4 drumuri care folosesc arcul (1, 2). 
Singurele circuite elementare sînt circuitele de lungime 2: (3, 4, 3) si (5, 6, 5). 


11.2, АЙЕ in suma gradelor de intrare с si în suma gradelor de ieşire fiecare arc este numărat 
o dată Я numai o dată, deoarece iese dintr-un vîrf și intră într-un singur virt. 


111.1.8. Oricare pereche de virfuri (x, y) cu x  y poate fi unită prin zero arce, prin arcul (х, y), 
2 x 
prin arcul (y, x) sau prin ambele arce (x, y) si (у, x). Rezultă în total 46" == DA grafuri ori- 


2 
entate cu n virfuri. Dacă graiul este complet prima posibilitate este exclusă. Deci există 3С" 
grafuri orientate şi complete cu n virfuriz = 


11.4. Conform definiției, relaţia binară este relativă şi simetrică. Pentru a arăta că este tran- 
zitivă, se observă că dacă D, este un drum de la x'la y şi D, este un drum de la y la z, atunci 
există un drum D, de la x la z obtinut din şirul virfurilor lui D, саге se continuă cu şirul virfu- 
rilor din D;: D= (X, 1.1, 9, o.l, 2. : WF iis ды Си 

În той analog se arată că există un drum şi de la z la x. 

Pentru graful din figura 11.1 componentele tare conexe sînt următoarele : (li; 2, 3}, {4}, 


15), (6, 7, 8}. 


1.1.5. Dacă D nu este drum elementar, Не z primul vîrf întîlnit în sensul de la x la у care se 
repetă în şirul de virfuri care îl definește pe D. Vom suprima din D subsirul de vîrfuri cuprins 
între prima şi ultima apariţie a lui z în şirul D, pástrind în D o singură apariţie a lui 2. Aplicăm 
acelaşi procedeu pentru drumul obţinut, pînă la găsirea unui drum elementar de aceleaşi extre- 
ши. | 

HI.1.6. Vom presupune prin reducere la absurd că graful-turneu G nu conţine un drum ele- 
mentar care trece prin toate vírfurile graiului. 

Fie D = (хү, Ха, ..., Xp) un cel mai lung drum elementar al lui G. Va exista un үй! y 
diferit de xı, ..., Ху, Graful fiind complet, y este legat prin arce cu virfurile x,, ..., X. 

+ Dacă există arcul (y, х:) obţinem un drum mai lung ca D, ceea ce contrazice presupunerea 
făcută. 

Deci există arcul (Ха, y). Analog, dacă există arcul (x,, y), obținem un drum mai lung ca D. 
Deci există arcul (y, *,). Vor exista deci două vîrfuri consecutive x, Я Xp: ale lui D pentru 
care arcele care le unesc си y să aibă sensuri contrare si anume să existe arcele (хь) si (0, Хус) 
Am obţinut iarăşi un drum mai lung ca D şi anume: (xi, x,, ..., Ху, И, Харо «+ -s Ху), Ceea ce 
este contradictoriu.: 

Deci D confine toate vírfurile grafului G. 
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HI.1.7. Egalitatea 1) exprimă faptul că fiecate virf este incident cu exact n —:1 arce: Pentru a 
demonstra 2) se line seama de problema 111.1.2 si de faptul că orice &raf-turneu аге С? arce. 
Pentru а demonstra 3) se inmiuljeste 1) ca: P, respectiv cu s, şi se însumează -egalităţile obți- 
nute, {іпіпа seama de 2). | 


1Н.1.8. Se va alege pentru x un vîrf pentru care d*(x) este maxim în С. 


I11.2.1. Se obtin:două drumuri. critice de lungime egală cu.16 şi anume : (1, 2, 5, 8) şi (1, 3, 7, 
8). Deci data terminárii lucrárii este /, — 16. : 


11.2.2. Se obţine graful programului din figura V.4. Drumul critic este (1, 2, 3, 5, 6). Inter- 
valele de НисїшаНе au fost reprezentate în pătrăţele asociate virfurilor şi marginile totale ale 
operaţiilor au fost trecute în paranteze lingă arcele respective. 


„Fig, Ул 


ПІ.2.3. Să presupuneri prin reducere la absurd că pentru orice virf x al grafului averi р(х) za 
Fie D = (x, Хэ, ..., Xp) un drum elementar care are un număr maxim de arce în graful G. 
Rezultă că р(х,) C. (x, ...., Хр}, deci există un indice А astfel încît 2-< $ Xp şi xy e p(x) 
Am obținut un circuit elementar în graful G: 


284105) е, ыйлай), 
ceea ce contrazice ipoteza că G este. fără circuite. În mod analog -se demonstrează existenţa 
unui vîrf y cu proprietatea s(y) = Ø, considerind extremitatea x, adrumului D. 


11.2.4. Deoarece fiecare din cele două arce disjunctive poate avea două orientări, rezultă în 
total 4 grafuri de activităţi. Dintre acestea, graful cu o lungime minimă a drumului critic, egală 
cu 16 unităţi, se obține dacă alegem arcul (3, 2) cu durata 6 și arcul (5, 4) cu durata 3. Deci 
trebuie ca evenimentul 3 să preceadă evenimentul 2 şi evenimentul 5 să preceadă evenimentul: 4. 
1.3.1. тах/,--9.. n sales | rne kw 
11.3.2. Se găseşte fluxul. maxim în; reţeaua obţinută din reţeaua dată prin înmulțirea capaci- 
14 Шог tuturor arcelor cu 12, 3, 11] = 66. Apoi se revine la rețeaua inițială, împărțind. toate 
componentele: pe arce ale fluxului maxim astfel obținut prin 66, Se găsește тах f, = Si o 
tăietură de capacitate minimă are suportul А = (2, 3, 4, 5, 5). 


113.3. Reţeaua de transport asociatá problemei are virfurile Ху, Хз, Хз, Ул, Ya Ya iitrarea' а 


şi ieşirea b. Arcele (а, х) au o capacitate egală cu a, şi arcele (yu b) au o capacitate egală cu b, 
pentru i — 1, 2, 3. . . 
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Arcelor de forma (х,, yj) le-vom asocia o..capacitate egală cu cantitatea de produse care 
pot îi transportate din x, în ул Un flux cerfipatibil cu capacităţile arcelor reprezintă un plan ca 
transport posibil. Fluxul /, va reprezenta cantitatea totală de produse transportate din centre e 
x; în centrele у Aplicînd algoritmul Iui: Ford-Fulkerson se găsește un flux maxim ale ч 
componente pe arcele (x, y,) ne dau următorul plan optim de transport, care utilizează to 
disponibilul de la centrele x, Хь, Хэ! 


Cantitatea de produse transportate este egală си Ё, == 33 + 19 + 68 = 120: unităţi. Soluţia 
problemei nu este unică. | 
Ш.3.4. Deoarece a € A si = А, rezultă că drumul D va conţine cel puţin o, pereche de vír- 
furi vecine x, Я ха: astfel încît x; € A şi х,у, € А. În acest caz arcul (x, sue o (A). 
111.3.5. Graful din figura 111.15 este o rețea de transport, unde costurile de instaláre а posturilor 
de control devin capacităţi ale агсе]ог. ^ | 

În această reţea trebuie să determinăm o multime de arce astfel incit orice drum de la а 
la b să conţină cel putin un arc din această mulţime, iar suma capacităților acestor arce sá- Не 
minimă. "s 

Această mulţime de arce formează o tăietură de capacitate minimă. 

Aplicind algoritmul lui Ford-Fulkerson găsim o tăietură de capacitate minimă, dr ТЭ: 
A = (4, b}, deci о (А) = (0, 4) (5, 4), (5, 9), (6, 2) si c(o7 (40) — 2 +2 +6 +5= im 
táti. Rezultă că posturile de control care supraveghează toate drumurile din a în b trebuie 
amplasate ре arcele din mulțimea (А), cu un cost total de instalare de 15 unităţi. 


111.3.6. Se găsesc activităţile critice ale graiului din figura 111.16, care sint : (1, 2), (2, 3), (3, 6), 
(3, 4), (4, 5), (5, 6), (5, 7) si (6, 7). Aceste arce formează graful partial din figura V.5. 


Fig. У.5 


Asociind arcelor din figura V.5 costurile din tabelul dat, se obține o rețea de Е. 
intrarea | şi ieşirea 7, pentru care aceste costuri pot fi interpretate drept capacităţi Эн e Ж 

Problema revine la a determina o mulțime de arce, astfel incit orice drum de la E | п 
graful din figura V.5 să conţină cel puţin un arc din această mulţime, iar suma capacit; ti A 
acestor arce să fie minimă, Conform -discuţiei de la problema precedentă, trebuie să găsim 
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tăietură de capacitate minimă în reţeaua de transport din figura V.5. Această tăietură este 
formatá din arcele (5, 7), (5, 6) si (3, 6), de capacitate 1 + 1 + 3 = 5. 

Rezultá cà costul minim pentru scurtarea duratei întregii lucrări cu o unitate este egal 
cu 5 şi el se realizează dacă scurtám cu cîte o unitate duratele operaţiilor critice (3, 6), (5, 6) 
şi (5, 7). i 


Cap. IV 


ІУ.1:5. 1. Nu, deoarece M nu se anulează şi algoritmul nu se termină. 2. 295. 
Pas 2. p- xı; Раз 3. v v +p X a; Раз, 4. pe pX х; 
P= р Х м: Pas 7. ve v+pX a: Раз 8 рерх Ху: 
Term. alg. 5, Pas 1. Dacă X < Y urmează pas 
V — X urmează pas 7; Pas 4. V < Z urmeaz 
Pas 6. V — Y ; Pas 7, Term. alg. 6. Pas 1. a, 
X № +e; Раз 4. г< с, х № 
Т= а; Pas 4. 5-585-1Т, 


4. Раз 1. ve a; 
Pas 5. U-v-+pX'a,;, Раз 6. 
Pas 9. v-v+pX a; Pas 10, 
5; Pas 2. Dacă Х < Z urmează pas 4; Pas 3, 
ă pas 7; Pas. 5 Dacă Y < Z urmează pas 4; 
— а; Pas 2. 6, = a, X x, +b; Раз 3, c-b, X 
+ d; Pas 5. Term. alg. 7. Pas 1. $ — 0; Pas 2. / —— 0; Pas 3. 
Pas 5. T- T X g; Pas 6. 1-41-1, Pas 7. Dacă /<п 


urmeazá pas 4; Pas 8. Term. alg. 8, Se foloseşte formula GE => A ска 


21: Раз 1. 1-0; 
Pas 2. C — 1; Pas 3. расй. / = k urmează pas 6; Pas 4. С < 
pas 3; Pas/5. 1— 1 +1; Pas 6. Term. alg. 


1V.2.2, 1. (vezi fig. V.6). 2. (vezi lig. V.7); 3. 584; 133. 4. (vezi fig. V.8). 5. Pas 1, V — 1; 
Pas 2, / ——4 ; Pas 3. Dacă / < М urmează pas 5; Pas 4. Term. alg. ; Pas 5. / — 7 + 1;.Pas 6. 
И «— 1/2(V + b/V) urmează pas 3. 6, a) Pas 1, S 1; Pas 2, / — 1; Pas 3. K — 1; Pas 4. 
Dacă / < N urmează pas8; Раз 5. 7e 1 -- 1; Раз 6, Ке К +2; Pas 7. Se S + K? ur- 
mează pas 4; Раз-8; Term. alg. b) Pas |, S 0; Pas 2, K —— 1; Раз 3. T — 1; Pas 4. Dacá 


К > М urmează pas 8; Раз 5. S- SE T;Pas6.K— К + 1; Pas 7, T- T X К urmează 
pas 4. Pas: 8. Term. alg. c) (vezi fig. V.9). 


C X (n — I)/(k — I) urmează 
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